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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Selon Donald E. Knuth [Don11], un algorithme est un ensemble de règles permettant d’obtenir une sortie spécifique à
partir d’une entrée spécifique.

Les algorithmes apparaissent dès l’antiquité :
• que ce soit chez les Babyloniens il y a 3800 ans, pour résoudre des problèmes de géométrie (retrouver les dimensions
d’une citerne) ou d’économie (le capital et les intérêts d’un prêt après une période donnée).

• en Grèce antique, avec le célèbre algorithme d’Euclide (il y a 2300 ans) permettant de calculer le plus grand commun
diviseur de deux nombres.

Le mot lui-même est dérivé du nom du savant perse al-Khwârizmî, qui donna au 9e siècle une classification des
algorithmes existant.

L’apparition de l’informatique au 20e siècle va permettre à l’algorithmique de prendre son essor. Pour citer Knuth
une fois de plus, un programme informatique est l’énoncé d’un algorithme dans un langage bien défini.

Rapidement, deux courants se développent pour déterminer l’algorithme le plus efficace pour résoudre un problème :
l’approche expérimentale, qui consiste à exécuter des programmes sur un même jeu de données et à mesurer les ressources
consommées ; l’approche théorique qui consiste à étudier la complexité des algorithmes.

1 Analyse d’algorithmes

L’analyse d’un algorithme consiste à estimer la quantité de ressources consommées lors de son exécution. Le plus
souvent, les ressources auxquelles on s’intéresse sont le temps et l’espace mémoire.

Soit O l’ensemble des objets combinatoires qui constituent l’entrée de l’algorithme. On nomme taille d’un objet
combinatoire o ∈ O, notée |o|, le nombre d’atomes qui le constitue : les lettres d’un mot, les noeuds d’un arbre, les
maillons d’une liste chaînée. On note On l’ensemble des objets de taille n, c’est à dire

On = {o ∈ O | |o| = n}

Pour n fixé, On est un ensemble fini. Le coût d’un algorithme est une fonction cout : O → N qui a chaque objet
combinatoire associe la quantité de ressources utilisées.

On nomme pire cas d’un algorithme, qu’on notera pn, le coût maximal de l’algorithme parmi l’ensemble On des
entrées de même taille, c’est à dire pn = max{cout(o) | o ∈ On}.

La complexité d’un algorithme est l’estimation de l’ordre de grandeur du coût de l’algorithme lorsque sa taille tend
vers l’infini. La complexité dans le pire des cas d’un algorithme est donc l’étude de limx→∞ pn . De façon similaire on
peut définir la complexité dans le meilleur des cas mn en considérant le coût minimal de l’algorithme. Enfin, pour une
distribution de probabilité donnée π sur On, il est possible de définir le coût moyen :

µn =
∑
o∈On

cout(o)× π(o)

où π(o) est la probabilité d’obtenir l’objet o. Si on note On,k l’ensemble des objets de taille n pour lesquels l’algorithme a
un coût k, on a :

π(On,k) =
∑

o∈On,k

π(o) et µn =

pn∑
k=mn

kπ(On,k)

Les constantes multiplicatives et additives étant de moindre importante face à l’ordre de grandeur, la notation de
Landau permet de simplifier l’expression de la complexité. Ainsi, dans ce manuscrit, on retrouvera les notations suivantes.
Pour tout xn ∈ {pn,mn, µn}, on note

• xn = O(f(n)) si
∃c ∈ R+, lim sup

x→∞

xn

f(n)
≤ c

• xn = Ω(f(n)) si
∃c ∈ R+, lim inf

x→∞

xn

f(n)
≥ c

• xn = Θ(f(n)) si
xn = O(f(n)) et xn = Ω(f(n))

• xn = o(f(n)) si
∃c ∈ R+, lim

x→∞

xn

f(n)
= 0

L’analyse dans le pire des cas est la plus répandue et reste la méthode principale utilisée pour hiérarchiser l’efficacité
des algorithmes permettant de résoudre un même problème. Cette méthode montre pourtant ses limites car l’ensemble
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des entrées qui réalisent le pire des cas peuvent ne jamais se produire en pratique. La hiérarchie obtenue via la complexité
dans le pire des cas peut alors se révéler trompeuse comme dans les exemples suivants :

• Dans le problème de la recherche d’un mot de taille m dans un texte de de taille n (voir Chapitre 6), l’algorithme
naïf (pn = Θ(nm)) peut se révéler plus rapide en pratique que l’algorithme de Knuth-Morris-Pratt [KMP77]
(pn = Θ(n)).

• Les algorithmes de calcul des traverses minimales d’un hypergraphe (voir Chapitre 5), l’algorithme de Fredman et
Khachiyan [FK96], dont la complexité dans le pire des cas est quasi-polynomiale dans la taille de l’entrée et de la
sortie, est connu pour être bien moins efficace, en pratique, que l’algorithme de Berge [Ber89] dont la complexité
dans le pire des cas peut être exponentielle dans la taille de l’entrée et de la sortie.

• il est possible d’effectuer un prétraitement sur les entrées du tri rapide [Hoa61] (pn = Θ(n2)), avec lequel
l’algorithme sera en pratique aussi rapide (voire plus rapide) que celui du tri fusion (pn = Θ(n logn)).

Le ”risque” de se limiter à une analyse dans le pire des cas est donc de produire une hiérarchie de l’efficacité des
algorithmes qui soit erronée en pratique.

L’analyse du coût moyen µn d’un algorithme, ou analyse en moyenne, vient donc s’ajouter, en complément, à l’analyse
dans le pire des cas. On sait par exemple que

• Pour la distribution uniforme sur les mots de taille m dans les textes de taille n, l’algorithme naïf a une complexité
moyennemn = Θ(n), ce qui explique donc pourquoi il peut être efficace face à l’algorithme de Knuth-Morris-Pratt.

• Pour la distribution uniforme sur les permutations de taille n, l’algorithme du tri rapide a un coût moyen de
µn = Θ(n logn).

On voit bien ici en quoi l’analyse en moyenne a permis de mieux comprendre ce qui était observé de façon empirique
à l’aide de résultats théoriques. Toutefois, les détracteurs de l’analyse en moyenne lui reprochent l’utilisation de la
distribution uniforme, arguant que celle ci n’est pas représentative de contextes réels. Reprenons les exemples précédents
afin de vérifier cet argument.

• dans la recherche de séquence dans du texte, l’analyse en moyenne de l’algorithme naïf prévoit que le nombre de
comparaisons effectuées est inférieur à ckn où ck est une constante qui dépend de la taille de l’alphabet sur lequel
les mots sont définis. De plus ck < 2, pour tout k ≥ 2. En pratique cette tendance est vérifiée.

• pour le calcul des traverses minimales d’un hypergraphe, si l’on considère la distribution uniforme sur les hy-
pergraphes à n sommets, alors avec une probabilité qui tend vers 1, les hypergraphes contiennent un nombre
exponentiel d’hyperarêtes et l’algorithme de Berge est polynomial dans la taille de l’entrée uniquement. En pratique,
les hypergraphes contiennent bien moins d’hyperarêtes et le comportement de l’algorithme de Berge est donc
radicalement différent.

• dans le cas de l’algorithme du tri rapide, le pré-traitement évoqué consiste précisément à mélanger l’entrée en
temps Θ(n), afin de garantir que, quel que soit le contexte de départ, l’algorithme se comportera comme l’analyse
en moyenne le prévoit.

On voit donc avec ces exemples, trois cas de figure différents pour l’analyse en moyenne selon la distribution uniforme.
Dans le premier cas, l’analyse en moyenne prévoit le comportement de l’algorithme, mais sans que l’on comprenne
pourquoi (du moins à ce stade du récit) celui-ci est similaire à celui observé en pratique, alors que les données d’entrées
ne se ressemblent clairement pas. Dans le second cas, l’analyse en moyenne n’est pas pertinente. Dans le dernier, tout
comme dans le second cas, l’analyse en moyenne ne permet pas de prédire l’efficacité de l’algorithme dans tous les
contextes pratiques. En revanche, l’analyse en moyenne a permis de produire un prétraitement, qui perturbe la donnée
d’entrée de façon à retrouver la distribution uniforme.

On peut ajouter à cela d’autres exemples qui donnent raison aux détracteurs, comme par exemple [KNR19], qui
montrent qu’une expression régulière engendrée selon la distribution uniforme parmi les expressions de même taille
peut presque sûrement être simplifiée en une expression de taille constante. De même l’automate minimal associé à un
automate non-déterministe de taille arbitrairement grande, engendré selon la distribution uniforme, possède presque
sûrement un nombre constant d’états [Cha+04]. Autrement dit, pour certaines classes d’objets, la distribution uniforme
produit presque sûrement des objets qui manquent d’intérêt.

Depuis les deux dernières décennies, de nombreux travaux ont donc tenté de faire de l’analyse d’algorithmes de façon
différente, afin de combler les manques de l’analyse dans le pire des cas et de l’analyse en moyenne pour la distribution
uniforme.

Dans [Val+09], les auteurs montrent que si l’entrée de l’algorithme est produite par une source dynamique aux
bonnes propriétés, alors la complexité moyenne du tri rapide dépend de l’entropie de Shannon de la source. Plus
l’entropie est élevée, plus on se rapproche de la distribution uniforme et d’un comportement moyen en Θ(n logn). Plus
l’entropie diminue et plus on s’en éloigne pour se rapprocher du pire des cas. Ils montrent également que l’entropie
de Shannon et l’entropie de collision interviennent dans la complexité moyenne des algorithmes du tri insertion et
du tri à Bulle. Dans [BDN12], nous avons montré que la complexité moyenne de l’algorithme de Moore [Moo56] de
minimisation des automates déterministes est en Θ(n logn) quelle que soit la distribution de probabilité sur la structure
de transitions sous-jacente de l’automate, tant que la distribution de probabilité sur les états terminaux suivait une loi
de Bernoulli. Dans [MNW14] et [ANP16], les auteurs considèrent différents modèles théoriques pour tenter de prévoir
de nombre moyen d’erreurs de prédictions de branchement effectuées par le processeur (à chaque test effectué par
un algorithme, le processeur tente de prévoir la réponse afin de précharger les instructions suivantes. Les erreurs de
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prédictions peuvent avoir un coût non négligeable) pour différents algorithmes comme le tri rapide, quickSelect, ou une
méthode d’exponentiation. Dans [ANP16], les auteurs parviennent même à améliorer l’efficacité de quickSelect et de
l’exponentiation en réduisant le nombre d’erreurs de prédictions.

Mes travaux de recherche s’inscrivent dans cette dynamique : analyser des algorithmes afin d’obtenir des résultats
théoriques qui correspondent au mieux à des phénomènes observés en pratique. Je m’intéresse donc à la complexité
dans le pire des cas, mais aussi celle en moyenne, selon une distribution uniforme ou non. Le contexte et la difficulté
d’analyse fixeront la méthode utilisée. Une approche semble toutefois se dessiner. Imaginons que l’on possède une
fonction CoutMoyen qui prend en entrée une distribution πn sur les entrées de taille n d’un algorithme et renvoie le
nombre moyen d’instructions effectué par l’algorithme selon cette distribution. Considérons maintenant un ensemble
Dn de distributions de probabilité sur les entrées de taille n d’un algorithme. On s’intéresse à l’intégrale suivante :∫

πn∈Dn

CoutMoyen(πn) dµ(πn)

Autrement dit, on veut calculer une moyenne de complexité moyenne. On développera cette idée dans un interlude avant
les chapitres 5 et 6, dans lesquelles on retrouvera ladite méthode, avec des approches différentes. Il convient maintenant
de déterminer quel ensemble Dn pourrait être intéressant à étudier.

Dans le chapitre 5, l’un des modèles probabilistes considéré reprend cette idée d’une intégrale, où toutes les distribu-
tions sur ]0, 1[n sont considérées, mais pondérées via une mesure µ.

Dans le chapitre 6, on considère un ensemble fini Dk,t de distributions de dimension k partageant toutes la même
entropie de Shannon t, ou la même entropie de collision t (ou une valeur proche de t). On considère ensuite la distribution
uniforme sur les éléments de Dk,t. On obtient ainsi des résultats sur la complexité moyenne de l’algorithme naïf de
recherche de séquence pour ces familles de distributions.

2 Génération aléatoire d’objets combinatoires

L’analyse d’algorithmes est un travail difficile. Il peut être compliqué de se forger une intuition sur le comportement
moyen d’un algorithme, ou encore de réaliser quelles sont les propriétés sur les entrées qui modifient le comportement
de l’algorithme.

Un générateur aléatoire est un algorithme qui produit des objets combinatoires selon une distribution de probabilité
fixée au préalable. Ces générateurs sont des outils précieux pour les chercheurs en analyse d’algorithmes. Ils permettent
d’évaluer expérimentalement le comportement des algorithmes à étudier et d’émettre des conjectures sur leur complexité
moyenne, pour une distribution donnée. Ils permettent également d’évaluer les statistiques des objets engendrés. Certaines
de ces propriétés peuvent être une clé de compréhension du comportement moyen d’un algorithme. Par exemple,
dans [FN16], les auteurs montrent que, asymptotiquement presque sûrement, un automate déterministe aléatoire contient
un grand nombre de grands cycles disjoints, accessibles depuis l’état initial. Ce résultat leur permet de montrer que
l’algorithme de Brzozowski est presque sûrement super-polynomial.

Afin d’analyser des algorithmes ou des objets combinatoires en moyenne, il est donc possible d’utiliser la méthodologie
suivante :

1. Simulation : on utilise un générateur pour produire des objets aléatoirement. On effectue des mesures sur les
objets produits (coût d’un algorithme, valeur d’une propriété).

2. Conjecture : En observant l’évolution des mesures produites selon la taille de l’objet engendré, on émet des
conjectures sur les comportement asymptotiques.

3. Preuve : on utilise les intuitions obtenues grâce aux conjectures pour obtenir une preuve sur le comportement
moyen de l’algorithme, ou les propriétés moyennes de l’objet étudié.

Cette méthode n’a bien sûr rien d’obligatoire et de nombreuses personnes passent directement à la troisième étape sans
passer par les deux premières.

Plusieurs méthodes génériques permettent de décrire des générateurs aléatoires d’objets combinatoires. Certaines
méthodes se basent sur les séries génératrices associées aux objets combinatoires à engendrer. La méthode classique
pour obtenir ces séries se nomme ”Méthode Symbolique” [FS09] : on part d’une spécification combinatoire de l’objet,
puis à l’aide d’un dictionnaire de séries génératrices, on transforme la spécification en série. Une fois la série obtenue,
on peut en extraire les coefficient et les stocker. En reprenant la spécification combinatoire et en la couplant avec les
informations obtenues sur les différents coefficients, il est possible d’obtenir un générateur aléatoire : c’est la méthode
récursive [FZV94]. Les coefficients précalculés et stockés étant rapidement très grands, la taille des objets que l’on
peut engendrer avec cette méthode est limitée. Une autre méthode évite ces précalculs en relâchant une contrainte :
celle d’engendrer des objets de taille fixe : on considère que tout objet γ d’une classe C, de série génératrice C(x) a
une probabilité x|γ|

C(x) d’être engendré, avec x une valeur inférieure au rayon de convergence de C . C’est la méthode
de Boltzmann [Duc+04]. La difficulté consiste alors à choisir le paramètre x de telle sorte que la taille moyenne des
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objets engendrés soit la taille que l’on désire, c’est à dire xC′(x)
C(x) = n. Pour obtenir un objet de taille donnée, on utilise

alors la méthode du rejet : tant que l’objet engendré ne possède pas la taille souhaitée, on le jette et on recommence.
L’efficacité de la méthode dépend donc de la distribution de la taille de l’objet en sortie, ce qui va bien sûr dépendre de la
classe combinatoire et de la série génératrice associée. La méthode de Boltzmann a été utilisée pour obtenir de nombreux
générateurs sur des objets variés tels que : des partitions planes [BFP10], des graphes planaires [Fus09], des instances de
métamodèles [Mou+09], des expressions booléennes [Gar05], des automates déterministes accessibles [BN07], des lambda
termes [BGJ13], des polynominos convexes [Bod+13a], . . . Ce manuscrit ne contient pas de générateurs aléatoires basés
sur l’une de ces deux méthodes, mais elles sont suffisamment importantes pour que l’on en fasse mention.

Lorsqu’il semble impossible d’obtenir une spécification combinatoire de l’objet à engendrer, il est possible de construire
des générateurs aléatoires à l’aide de chaînes de Markov. Cette partie sera détaillée dans un interlude, juste avant le
chapitre 3.

3 Plan du manuscrit

Une partie de ma recherche est donc centrée sur de l’algorithmique, en particulier de l’analyse d’algorithmes. Une
autre partie de ma recherche va donc consister à produire des générateurs aléatoires de structures combinatoires.

Fig. 1.1 : Plan du manuscrit

Le chapitre 2 présente un algorithme de génération aléatoire d’arbres planaires où la distribution des degrés des
sommets est fixée, en un nombre quasi-optimal de bits aléatoires. Un premier interlude fournira quelques explications
sur les chaînes de Markov, afin de faciliter la compréhension des chapitres suivants. Le chapitre 3 présente un générateur
aléatoire de vecteurs stochastiques possédant des propriétés données. L’idée derrière ce résultat est de pouvoir engendrer
aléatoirement. . . des générateurs aléatoires. En effet, nous avons mentionné que ce manuscrit contient de l’analyse
d’algorithmes, où l’on considère un ensembleDk,t de distribution de probabilités de dimension k possédant une propriété
commune t, comme une même entropie de Shannon ou une même entropie de collision. Afin d’estimer expérimentalement
la valeur de l’intégrale mentionnée, il serait donc intéressant de posséder un générateur aléatoire d’éléments de Dk,t.
Le chapitre 4 présente un générateur aléatoire de polytopes entiers compris dans un hypercube. Ces deux derniers
chapitres utilisant des techniques à base de chaînes de Markov, il a été nécessaire de décrire des graphes dont l’ensemble
des sommets est l’ensemble des structures combinatoires que l’on souhaite engendrer aléatoirement, puis d’étudier la
connexité de ces graphes. Le chapitre 4 contient donc une étude de la connexité des graphes de polytopes.

Dans la seconde partie, je présenterai mes résultats en algorithmique. Après un second interlude où j’exprime un point
de vue sur l’analyse d’algorithmes et où j’introduis une méthodologie pour l’analyse en moyenne qui ne se limite pas à la
distribution uniforme, je tenterai dans les deux chapitres suivants d’appliquer cette méthodologie dans deux contextes
distincts. Le chapitre 5 présente des résultats obtenus sur l’analyse des algorithmes de calcul des traverses minimales d’un
hypergraphe. Le chapitre 6 utilise le générateur aléatoire obtenu dans le Chapitre 3 pour analyser expérimentalement et
théoriquement les algorithmes de recherche de facteurs dans du texte. On verra que, comme pour le cas du tri rapide,
l’entropie joue un rôle fondamental dans le comportement de ces algorithmes. Le chapitre 7 reste dans la thématique de
la recherche de motifs dans des séquences. La notion de motif considérée est basée sur celle des arbres cartésiens. On
présentera une version approchée de cette recherche de motif, c’est à dire qu’on autorisera à ce qu’une zone du texte soit
légèrement différente du motif considéré. On fournira bien sûr une analyse des algorithmes obtenus.

La conclusion présente mon projet de recherche à court et moyen terme.
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Article(s) associé(s). Olivier Bodini, Julien David and Philippe Marchal. Random-bit optimal uniform sampling for rooted
planar trees with given sequence of degrees and Applications. CALDAM 2016 : 97-114.

L’apport de ce chapitre porte non pas sur une amélioration de la complexité en temps et en espace de la génération
aléatoire d’arbres planaires, mais sur la quantité de bits aléatoires utilisée pour effectuer le calcul. Souvent négligée car
perçue comme une opération à coût constant, la génération d’un nombre aléatoire a, en pratique, un coût en temps
non négligeable. S’il s’agit bel et bien d’un coût constant (sauf lors d’un appel à des bibliothèques particulières pour la
génération de grands nombres), celui ci est moins négligeable qu’une simple suite d’opérations arithmétiques et réduire
le nombre d’appels à ces fonctions permet généralement de diminuer de façon non négligeable le temps d’exécution.

Les arbres sont des objets combinatoires parmi les plus étudiés dans le domaine de la génération aléatoire et pour
lesquels il existe de nombreuses méthodes efficaces. L’algorithme de Rémy [Rém85] est une méthode ad-hoc utilisant des
propriétés combinatoires sur les arbres binaires. L’idée est de construire un arbre binaire à 2n− 1 noeuds dont les feuilles
sont étiquetées de 1 à n, puis d’élaguer les feuilles pour ne garder que la partie non étiquetée de l’arbre. L’algorithme
est linéaire en temps et en espace mais utilise Θ(n logn) bits aléatoires, car chaque étape de l’algorithme consiste à
sélectionner un noeud existant aléatoirement. D’autres algorithmes utilisent le principe de l’algorithme de Rémy pour
engendrer d’autres familles d’arbres planaires [ARS97a ; ARS97b ; BBJ13]. Il est également possible d’utiliser des méthodes
classiques de génération aléatoire pour engendrer des familles d’arbres planaires : la méthode récursive [FZV94 ; DPT10],
la méthode de Boltzmann [Duc+04 ; BP10], les processus de Galton-Watson [Dev86]. La génération d’arbres dont le
nombre de sommets ayant un degré donné est fixé a déjà été traitée dans [ARS97a]. Cependant le nombre de bits aléatoires
utilisés n’est pas optimal [KY76]. Dans ce chapitre, on décrit deux méthodes pour la génération aléatoire d’arbres planaires
dont la séquence des degrés des sommets est fixée en amont. La première est une redescription de [ARS97a] qui utilise la
notion de mot de Lukasiewicz. La seconde méthode remplace les deux premières étapes de la première afin d’obtenir un
générateur plus efficace en terme de bits aléatoires.

1 Définitions

On commence par définir la notion d’alphabet d’arbre. Ici chaque lettre correspond à un type de noeuds dans les
familles d’arbres que l’on souhaite engendrer.

Un alphabet d’arbre Σf est un couple (Σ, f) constitué d’un alphabet Σ = (a1, . . . , ak) et d’une fonction
f : Σ : N ∪ {−1} qui associe à chaque symbole de Σ un entier, tel que :

• f(a1) = −1
• ∀1 ≤ i < k, on a f(ai) ≤ f(ai+1).

Autrement dit, les symboles de Σ sont ordonnés en fonction de leur image par f .

Définition 2.1 Alphabet d’arbre

Dans cette définition, chaque lettre de l’alphabet a correspond à un type de noeud de l’arbre et f(a) correspond au
nombre d’enfants que possèdent les noeuds de ce type, décrémenté de 1. On décrit à présent les mots de Lukasiewicz, qui
utilisent la notion d’alphabet d’arbre.

Un mot w défini sur un alphabet d’arbre Σf = ((a1, . . . , ak), f) est un mot de f -Lukasiewicz si :

∀i < k,

i∑
j=1

f(aj) ≥ 0 (2.1)

k∑
i=1

|w|aif(ai) = −1 (2.2)

si seule la deuxième condition est respectée, on dit que w est valide.

Définition 2.2 Mots de Lukasiewicz et mots valides

Une autre façon de voir ces alphabets d’arbre est d’imaginer une marche dans le demi-plan. Chaque lettre a de
l’alphabet correspond à un pas et f(a) à la variation de la hauteur de la marche lors de ce pas. La Fig. 2.1 illustre cette
bijection. Ainsi, si l’on considère l’alphabet Σ = {a, b}, avec f(a) = −1 et f(b) = 1, les mots de Lukasiewicz sont
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Fig. 2.1 : On suppose ici que l’alphabet d’arbre est Σ = {a, b, c} tel que f(a) = −1, f(b) = 0 et f(c) = 1. Les trois
exemples que l’on retrouve dans cette figure montrent des mots définis sur Σ et les marches dans le demi-plan associées.
Seul le premier mot est un mot de Lukasiewicz. Le second est un mot valide. Le troisième mot ne respecte aucune des
deux conditions.

exactement les mots de Dyck (auquel on ajoute un dernier ’a’), la marche dans le demi-plan associée les chemins de Dyck,
dont on sait qu’ils sont en bijection avec les arbres binaires.

Pour tout alphabet d’arbre donné, l’ensemble des mots de Lukasiewicz définis sur cet alphabet est en bijection avec
une famille d’arbres planaires. La bijection est relativement simple à calculer. On lit un mot u en même temps que l’on
effectue un parcours préfixe de l’arbre associé. Pour chaque lettre ui, si f(ui) = −1, le noeud associé est une feuille et
on passe au noeud suivant dans le parcours. Si f(ui) ≥ 0, le noeud associé est de degré f(ui) + 1.

Fig. 2.2 : Arbre planaire associé au mot de Lukasiewicz ccbabaa de la Fig. 2.1.

2 Deux algorithmes de génération aléatoire

Les étapes des deux algorithmes sont représentés dans la Fig. 2.3. Comme on peut le voir, dans les deux cas, l’enjeu est
d’engendrer aléatoirement non pas des mots de Lukasiewicz, mais des mots valides. La Fig. 2.4 illustre la transformation
d’un mot valide de longueur n en mot de Lukasiewicz, faisable en temps Θ(n) (on considère que la taille de l’alphabet est
constante).

On se concentre ici sur la méthode dichotomique, qui permet de réduire le nombre de bits aléatoires.
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Fig. 2.3 : Cette figure résume le fonctionnement des deux algorithmes. Le premier utilise l’algorithme de Fisher-Yates pour
engendrer une permutation aléatoire qui sera ensuite convertie en mot valide, alors que la seconde méthode engendre
directement un mot valide en utilisant un nombre presque optimal de bits aléatoires. Les mots valides sont ensuite
transformés en mot de Lukasiewicz grâce à une permutation circulaire. Il suffit ensuite d’utiliser la bijection pour
transformer le mot de Lukasiewicz en arbre planaire.

2.1 Méthode Dichotomique pour engendrer un mot valide

Algorithme 1 : Mot valide aléatoire
Entrées : Un alphabet d’arbre Σf à k lettres, un tuple n

dont les valeurs somment à n
Sorties : un mot valide w
w ← ε ;
pour i ∈ {1, · · · , n} faire

a← Tirer une lettre aléatoire selon n ;
w ← w · a ;
n← mettre à jour la distribution en enlevant une
occurrence de a ;

retourner w

L’algorithme 1 a une complexité linéaire et appelle n fois
l’algorithme 2. Le nombre moyen de bits aléatoires tirés par
le second algorithme est inférieur ou égal à 2 + log2(k), où
k est une constante. Le générateur ainsi obtenu est optimal
(à une constante multiplicative près) en nombre de bits
aléatoires.

Algorithme 2 : Lettre aléatoire selon un vecteur n
Entrées : Un alphabet d’arbre Σf à k lettres, un tuple

n = (n1, . . . , nk) dont les valeurs somment à
n

Sorties : une lettre aléatoire a
i← 1 ;
j ← k ;
min← 0 ;
max← n ;
tant que i 6= j faire

si BitAleatoire() == 1 alors
tmp← min ;
min← min+max

2
;

tant que min > (tmp+ ni) faire
i← i+ 1 ;
tmp← tmp+ ni ;

sinon
tmp← max ;
max← min+max

2
;

tant que max < (tmp− nj) faire
j ← j − 1 ;
tmp← tmp− nj ;

retourner la i-ème lettre de l’alphabet Σf

2.2 Passage d’un mot valide à un mot de Lukasiewicz

Cette partie se base sur le lemme cyclique : parmi les n permutations circulaires d’un mot valide, il existe exactement
un mot de Lukasiewicz. Ainsi, si l’on possède un générateur aléatoire uniforme de mots valides, que l’on transforme ce
dernier en mot de Lukasiewicz, on obtient un générateur aléatoire uniforme de mot de Lukasiewicz.

3 De l’expérimentation aux résultats théoriques : un
exemple sur les arbres de Motzkin

Nous avons ensuite mis en application la méthodologie ”simulation, conjecture, preuve” ainsi que l’étude de l’évolution
d’une propriété moyenne d’un objet combinatoire lorsqu’un paramètre évolue.
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Fig. 2.4 : Le mot valide babacac n’est pas un mot de Lukasiewicz, mais le mot cacbaba en est un. L’idée pour passer de
l’un à l’autre est de trouver le plus petit i tel que

∑i
j=i f(wj) est minimal, puis de calculer le mot wi+1 · · ·wnw1 · · ·wi.

Simulation À l’aide du générateur aléatoire obtenu, nous avons observé expérimentalement la hauteur des arbres
unaires-binaires, dits de Motzkin, lorsque la proportion de noeuds unaires fluctue.

Fig. 2.5 : Exemples d’arbres de Motzkin engendrés aléatoirement en faisant varier la proportion de noeuds unaires.

La Fig. 2.5 montre les différentes formes que peuvent prendre des arbres de Motzkin, lorsque le pourcentage de
noeuds unaire varie. La Fig. 2.6 montre l’évolution de la hauteur lorsque ce même pourcentage varie.

Fig. 2.6 : Cette figure montre l’évolution de la hauteur d’un arbre de Motzkin, divisée par la racine du nombre de noeuds,
lorsque le pourcentage de noeuds unaires varie de 0 à 99, 9. Le nombre de noeuds de l’arbre est fixé à n = 1000. Pour
chaque pourcentage testé, 10, 000 arbres ont été engendrés.

Conjecture Comme on peut le voir sur la Fig. 2.6, la hauteur des arbres de Motzkin varie entre
√
n (hauteur moyenne

des arbres binaires) et n−1 (hauteur d’une arbre ne contenant que des noeuds unaires). En affichant la hauteur, multipliée
par

√
cn
n (où cn désigne le nombre de feuilles moins 1), la courbe obtenue a permis de faire le lien avec les CRT. Un CRT

(pour Continuum Random Tree) est un arbre aléatoire continu défini par Aldous [Ald93], fortement lié aux mouvements
browniens. En particulier, la hauteur d’un CRT possède la même loi de probabilité que la hauteur maximale d’une
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excursion brownienne. On obtient ainsi le résultat suivant.

Soit une suite d’entiers (cn, n ≥ 1) telle que cn = o(n) et (logn)2 = o(cn). Pour la distribution uniforme sur
les arbres de Motzkin à n sommets et cn + 1 feuilles, on a presque sûrement

√
cn
n

hauteur(Tn)→ H

où H est une variable aléatoire dont la loi de probabilité est celle de la hauteur d’un CRT.

Théorème 2.3 Bodini-D.-Marchal

À noter que ce résultat a été démontré, sous une forme plus générale, dans [BM14], chose que nous ignorions à
l’époque.

4 Conclusion

Si ce travail s’inscrit dans la thématique de la génération aléatoire d’objets combinatoires, l’utilisation d’une méthode
ad-hoc, basée sur de la combinatoire bijective, est unique dans mes travaux. En effet, au fur et à mesure que les objets se
complexifient, on préférera l’utilisation de méthodes puissantes et génériques. Parmi celles ci, les générateurs aléatoires
basés sur des chaînes de Markov, s’ils sont les moins efficaces, permettent de décrire des générateurs aléatoires quasi-
uniformes, ou asymptotiquement uniformes, sur des ensembles d’objets que l’on sait mal décomposer récursivement.
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Un processus stochastique, ou processus aléatoire, est une famille

{Xt}t∈T

de variables aléatoires Xt, où t ∈ T représente le temps. On s’intéressera uniquement aux processus à temps discret,
c’est-à-dire pour lesquels T = N. Les valeurs que peuvent prendre ces variables Xt sont nommées états du processus et
l’ensemble des valeurs possibles est appelé espace des états, que l’on notera A dans cet interlude. On considérera ici
et dans le reste du manuscrit que l’espace des états est fini. Une marche aléatoire est un processus stochastique dans
lequel :

• on se déplace dans l’espace en choisissant une ”direction” aléatoirement à chaque instant t.
• la variable aléatoire Xt représente l’état où l’on se trouve à l’instant t.

Un processus stochastique possède la propriété de Markov si :

∀n ∈ N,∀(i1, . . . , in, j) ∈ An+1,P(Xn+1 = j | X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = P(Xn+1 = j | Xn = in)

Autrement dit, la probabilité d’être dans un état au temps n+ 1 ne dépend que de l’état où l’on se trouve au temps n.

Une chaîne de Markov est un :
• processus stochastique à temps discret
• possédant la propriété de Markov.

Définition 2.4 Chaîne de Markov

Les chaînes de Markov ont de nombreuses applications dans divers domaines : en physique statistique, en théorie de
l’information, en bioinformatique ou encore dans la conception des moteurs de recherches. Nous les utiliserons ici pour
concevoir des générateurs aléatoires.

Une chaîne de Markov est dite homogène si la probabilité de passer d’un état à un autre est indépendante du temps.

∀n ∈ N \ {0},∀i, j ∈ A,P(Xn+1 = j | Xn = i) = P(Xn = j | Xn−1 = i)

Dans une chaîne de Markov homogène, on a juste besoin de connaître :
• la distribution initiale π0 :
c’est à dire la probabilité d’être dans chaque état au temps 0.

• pour tout couple (i, j) ∈ A2, la probabilité de passer de i à j (qui ne varie pas avec le temps). On peut représenter
toutes ces probabilités dans une matrice stochastique M de dimensions |A| × |A|, que l’on nomme matrice de
transition.

Dans cet interlude et les chapitres qui suivent, les chaînes de Markov considérées sont toutes homogènes. Aussi, on
omettra de le préciser. Une fois la distribution initiale π0 et la matrice de transition M connues, il est possible de calculer
les distributions πt, ∀t ∈ N, c’est à dire, pour chaque instant t, de connaître la probabilité d’être dans chaque état de A.
Dans le cas général, la distribution au temps t est donc :

∀t ∈ N, πt = π0 ×M t

Une distribution est dite stationnaire si πM = π.
Cette notion de distribution stationnaire va nous être utile par la suite. On souhaite décrire des générateurs aléatoires

d’objets combinatoires et utilisant la notion de chaîne de Markov. Ce que la notion de distribution stationnaire nous
apprend est que, si on effectue une marche aléatoire ”suffisamment longue”, et que l’on renvoie le dernier état de cette
marche, on a alors engendré aléatoirement un élément deA suivant une distribution proche de la distribution stationnaire,
ou égale à celle-ci.

Une chaîne de Markov homogène de matrice de transition M est irréductible. Pour tous états x, y ∈ A, il
existe un temps t ∈ N tel que :

M t(x, y) > 0

Autrement dit, le graphe sous-jacent est fortement connexe.

Définition 2.5 Irréductible
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Soit une chaîne de Markov homogène de matrice de transition M . On définit l’ensemble des temps qui
permettent de partir d’un état x et d’y revenir.

Tx = {t ≥ 1 |M t(x, x) > 0}

La période de x est égal au pgcd de Tx. Une chaîne est apériodique si l’ensemble de ses états a une période de
1. Autrement dit, le pgcd des longueurs des cycles vaut 1.

Définition 2.6 Apériodique

Une chaîne de Markov homogène de matrice de transition M possède une unique distribution stationnaire si elle est
irréductible et apériodique. Reste maintenant à déterminer ce que vaut cette distribution stationnaire. Dans les chapitres
suivants, on s’intéressera uniquement à la distribution uniforme sur A. On veut donc pouvoir caractériser les matrices de
transition dont on peut garantir que leur distribution stationnaire est la distribution uniforme.

Une chaîne de Markov de matrice de transition M est réversible si pour tout x, y ∈ A, on a

M(x, y) = M(y, x)

ou, autrement dit
P(Xt = y | Xt−1 = x) = P(Xt = x | Xt−1 = y)

la probabilité d’aller d’un état X à un état Y est égale à la probabilité d’aller de Y à X

Définition 2.7 Réversible

Si une chaîne de Markov homogène de matrice de transition M est
• irréductible,
• apériodique,
• réversible.

alors elle converge vers une unique distribution stationnaire : la distribution uniforme.

Propriété 2.1

Pour construire un générateur aléatoire d’objets combinatoires qui engendre des objets de A selon la distribution
uniforme on va donc, dans les chapitres suivants, décrire un ensemble de règles de transitions puis démontrer que la
matrice ainsi obtenue est irréductible, apériodique et réversible.

La notion de temps de mélange sur les chaînes de Markov permet de connaître un temps à partir duquel on est
”suffisamment proche” de la distribution uniforme. Cette notion permet de déterminer la complexité algorithmique de ces
générateurs aléatoires.

La distance en variation totale permet de comparer les distributions de probabilité. Soit µ et ν deux distributions
de probabilités sur un espace de probabilité Ω. On note ‖µ− ν‖TV la distance en variation totale entre µ et ν, définie
comme suit :

‖µ− ν‖TV =
1

2

∑
x∈Ω

|µ(x)− ν(x)|

Soit π la distribution stationnaire d’une chaîne de Markov de matrice de transitions P . Le temps de mélange, noté
tmix(ε) est égal à

tmix(ε) = min{t | ∀µ, ‖µP t − π‖TV ≤ ε}

Autrement dit, il s’agit du premier instant t à partir duquel, quelle que soit la distribution initiale µ, la distribution µP t a
une distance en variation totale à la distribution stationnaire inférieure à ε.

Les chapitres suivants ne contiennent pas de résultats précis sur le temps de mélange des chaînes de Markov. En
revanche, on y retrouvera des études du diamètre des graphes sous-jacents, car cela constitue une borne inférieure
significative du temps de mélange.
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Soit δ le diamètre du graphe associé à une matrice de transition. Pour tout 0 < ε < 1
2 , on a

tmix(ε) ≥
δ

2

Propriété 2.2 Diamètre et temps de mélange([LPW08], section 7.1.2, page 89)

Notons ici que la borne inférieure en δ
2 est en partie due au fait que ε peut avoir une valeur élevée (proche de 1

2 ).
Nos algorithmes démarrent souvent d’un état initial (ou d’une distribution quelconque sur un sous-ensemble de

l’espace des états). Dans la distribution π0, il existe donc des états dont la probabilité associée est de 0. Comme on sait
que la distribution stationnaire est l’uniforme, toutes les probabilités y sont non nulles. Il convient donc de borner le
temps nécessaire pour pouvoir atteindre n’importe quel état de A. On utilisera donc en pratique une marche aléatoire de
longueur au moins égale à δ et non à δ

2 .
D’autres méthodes, plus sophistiquées, se concentrent sur les plus grandes valeurs propres de la matrice de transition

(voire sur le trou spectral de celle-ci), afin d’obtenir des informations sur le temps de mélange. Ces méthodes ne sont
toutefois applicables que lorsque la matrice possède de bonnes propriétés, pour lesquelles il est plus facile d’obtenir des
informations sur les valeurs propres. Aussi, pour les chaînes de Markov appliquées à la génération aléatoire d’objets
combinatoires, on se contente généralement de bornes inférieures obtenues à l’aide du diamètre du graphe. En pratique,
lorsque l’on effectuera des expériences, on calibrera les générateurs en utilisant la méthode suivante : si, malgré le fait que
le nombre d’expérience sur lequel une moyenne est calculée est jugé suffisamment élevé (par exemple 10, 000 entrées),
le résultat obtenu ne semble pas ”stable”, c’est à dire qu’il varie ”trop” lorque l’expérience est répétée, on augmente le
nombre de pas effectué par la chaîne de Markov, jusqu’à obtenir une stabilisation. Si cette méthode est bien sûr largement
discutable d’un point de vue théorique (la variance de la variable aléatoire observée peut-être elle-même très élevée. Il
peut exister des goulots d’étranglement dans le graphe sous-jacent à la chaîne de Markov, on obtient alors des résultats
stables tout en étant très loin de la distribution stationnaire), elle semble en pratique suffisante dans les cas où j’ai été
amené à les appliquer.
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Article(s) associé(s). • Julien David, Random Generation of Source Vectors with a fixed determining property. Soumis
à TCS.

Dans l’introduction, j’ai mentionné mon intention de faire de l’analyse d’algorithmes en considérant non pas une
distribution de probabilité sur les entrées d’une taille n donnée, mais un ensemble de distributions Dn. On s’intéresse en
particulier à l’intégrale ∫

πn∈Dn

P(π)CoutMoyen(πn) dπn

Dans ce chapitre, on va se ramener à un cas où Dn est fini et où P(π) = 1
|Dn| . Plus précisément, dans ce chapitre,

nous allons nous intéresser à des distributions π sur des alphabets de taille k, à partir desquelles on peut déduire des
distributions sur des mots de taille n en voyant ces derniers comme étant des suites de n variables i.i.d tirés selon π. Les
distributions considérées sur les mots de taille n donc des distributions produits notées π⊗n. L’analyse en moyenne d’un
algorithme revient alors à étudier

1

|Dk|
∑
π∈Dk

CoutMoyen(π⊗n)

Nous avons également rappelé que les générateurs aléatoires sont des outils importants pour l’étude du comportement
moyen des algorithmes. Dans cette perspective, on va donc décrire ici un générateur aléatoire d’éléments de Dk , soit un
générateur aléatoire de distributions de probabilités sur les entrées d’un algorithme.

Une distribution de probabilités sur k évènements peut être encodée par un vecteur stochastique de dimension k.
L’objectif de ce chapitre est d’engendrer aléatoirement et uniformément des vecteurs stochastiques discrétisés ayant des
propriétés fixés.

On propose un algorithme pour engendrer uniformément une généralisation des vecteurs stochastiques, appelés
vecteurs sources, dont l’image par une fonction donnée est fixée (on précisera le problème dans la section Définition).

Soit s ≤ 1, un vecteur source de dimension k est une séquence de valeurs (p1, . . . , pk) telles que

k∑
i=1

pi = s.

Définition 3.1 Vecteur Source

Cette généralisation est nécessaire pour décrire l’algorithme, mais la finalité est de n’engendrer que des vecteurs
sources dont la somme s vaut 1, c’est-à-dire des distributions de probabilités.

Le constat d’origine est le suivant : l’entropie d’une source semble avoir une incidence sur la complexité des algorithmes.
Dans [Val+09], les auteurs montrent que la complexité moyenne de QuickSelect et QuickSort, lorsque les clés sont des
mots, dépend de l’entropie de la source qui a engendré lesdits mots. De même, dire que les algorithmes de recherches de
séquences dépendent de l’entropie de la source qui les engendrent relève presque du lieu commun. Une question qui n’a
pourtant pas été étudiée est : comment l’entropie d’une source influence t-elle la complexité moyenne des algorithmes
de recherche de séquences? Nous étudierons cette question dans le chapitre 6, mais dans un premier temps, j’ai donc
souhaité construire un générateur aléatoire de vecteurs stochastiques dont l’entropie de Shannon était fixée, afin de
pouvoir réaliser des expériences sur des algorithmes de recherche de séquence.

Un vecteur source tiré uniformément a une entropie de Shannon moyenne proche du maximum [GS93] avec une
variance qui tend vers 0. Il n’est donc pas envisageable d’utiliser une méthode à base de rejet pour obtenir des vecteurs
sources avec une entropie donnée.

J’en suis donc arrivé à une méthode à base de chaîne de Markov. Les résultats présentés dans ce chapitre étant
généralisables à d’autres fonctions, j’ai fini par élargir de problème à la génération aléatoire de vecteurs sources dont
l’image par certaines fonctions particulières est fixée.

1 Définitions

Dans ce chapitre, on décrit un algorithme à base de Chaîne de Markov permettant d’engendrer aléatoirement des
vecteurs sources. La preuve de l’irréductibilité de la chaîne a nécessité que le graphe sous-jacent soit fini, raison pour
laquelle nous allons utiliser une version discrétisée du problème. On considère qu’une valeur xi est un multiple d’une
valeur minimum ε. On peut ainsi considérer que ε est une puissance négative de 2, ce qui est tout à fait cohérent avec la
représentation des nombres sur un ordinateur.
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Soient 0 < s ≤ 1, une dimension k et une valeur minimum ε, l’ensemble fini des vecteurs sources que l’on
considère est

Sk,ε(s) = {(x1, . . . , xk) ∈ (εN≥1) k |
k∑

i=1

xi = s}

Définition 3.2 Ensemble de vecteurs sources

On notera simplement Sk,ε lorsque s = 1.
On dira d’une fonction qu’elle est unimodale s’il n’existe qu’un unique maximum local : le maximum global. On veut

se restreindre à un sous-ensemble de Sk,ε(s) dont l’image par une fonction est égale à une valeur t.
• Soit ⊕ ∈ {+,×} un opérateur associatif et commutatif et 	 ∈ {−, /} son opération inverse.
• Soit Hk : R 7→ R une injection,
• Soit G :]0, 1] 7→ R+ \ {0} une fonction continue.
• Soit Tk : Sk,ε(s) 7→ R une fonction symétrique, unimodale et concave telle que :

∀(x1, . . . , xk) ∈ Sk,ε(s), Tk(x1, . . . , xk) = Hk (G(x1)⊕ . . .⊕G(xk))

La définition de Tk peut paraître assez restrictive. La propriété de symétrie est une conséquence de la définition, mais
la concavité et l’unimodalité sont des restrictions. On donne quelques exemples de fonctions classiques qui rentrent
dans le cadre de notre étude. Notons qu’il est possible d’adapter les algorithmes qui vont suivre pour gérer des fonctions
convexes. Il est également possible de gérer certaines fonctions qui ne sont pas unimodales. Mais on perdrait alors l’aspect
générique de la méthode.

L’entropie de Shannon Tk(π) est définie comme

Tk(π) =

k∑
i=1

πi · log2(
1

πi
)

On a 0 ≤ Tk(π) ≤ log2(k).
• ⊕ = + et 	 = −,
• G(x) = −x log2(x)
• Hk(y) = y et H−1

k (z) = z.

Définition 3.3 Entropie de Shannon

L’entropie de collision Tk(π) est définie comme

Tk(π) = − log2(
k∑

i=1

π2
i )

On a 0 ≤ Tk(π) ≤ log2(k).
• ⊕ = + et 	 = −,
• G(x) = x2

• Hk(y) = − log2(y) et H
−1
k (z) = 2−z .

Définition 3.4 Entropie de collision

Le produit Tk(π) est défini comme

Tk(π) =
k∏

i=1

πi

• ⊕ = × et 	 = /,
• G(x) = x
• Hk(y) = y et H−1

k (z) = z.

Définition 3.5 Produit

La moyenne géométrique Tk(π) est définie
comme

Tk(π) =

(
k∏

i=1

πi

) 1
k

• ⊕ = × et 	 = /,
• G(x) = x

• Hk(y) = y
1
k et H−1

k (z) = zk .

Définition 3.6 Moyenne géométrique

On voudrait à présent définir l’ensemble des solutions, c’est à dire l’ensemble des vecteurs sources que l’on souhaite
engendrer aléatoirement et uniformément.

Pour un k, ε, t fixé, on souhaite engendrer aléatoirement et uniformément un élément de

{(x1, . . . , xk) ∈ Sk,ε(s) | Tk(x1, . . . , xk) = t}

Définition 3.7 Ensemble (naïf, mais pédagogique) de solutions
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Fig. 3.1 : Les 4 fonctions présentées ci-dessus en dimensions 2 et 3 sont symétriques, concaves et unimodales. Leur valeur
maximale en dimension k se situe toujours au point ( 1k , . . . ,

1
k ) et les valeurs minimales sont situées aux permutations

de (1− (k − 1)ε, ε, . . . , ε).

Si l’on considère uniquement les multiples de ε, alors l’ensemble des vecteurs sources dont l’image par Tk est égale à t
pourrait être vide. Ainsi, on définit l’ensemble des solutions qui approximent l’entropie visée. En dimension 2, l’ensemble
des solutions S2,ε,t(s) est un ensemble des vecteurs sources dont la distance avec la cible visée est minimale, c’est à dire :

S2,ε,t(s) =

∅, si t > T2(
s
2 ,

s
2 ) et t < T2(s− ε, ε)

argmin
(x1,x2)∈S2,ε(s)

|T2(x1, x2)− t|, tel que T2(x1, x2) 6= T2(x1 − ε, x2 + ε)

L’idée de la première ligne de cette définition est d’exclure les entropies dont la valeur est trop petite ou trop grande.
Pour la seconde ligne, l’idée est de prendre des solutions qui minimisent la distance avec la cible. Dans de rares cas, il est
possible que deux solutions très proches aient la même image par T . Dans ce cas, on ne conserve que l’une d’entre elles.

Grâce à cette définition, tout comme si l’on considérait le cas continu, l’ensemble contient :
• aucune solution si t > T2(

s
2 ,

s
2 ) et t < T2(s− ε, ε)

• une solution si t = T2(
s
2 ,

s
2 )

• deux solutions (x, 1− x) et (1− x, x) sinon.
En plus grandes dimensions, on voulait conserver cette jolie propriété. C’est pourquoi on considère un hyperplan

qui est parallèle à k − 2 axes, ce qui revient à fixer k − 2 valeurs dans le vecteur source. Puis, on considère parmi ces
vecteurs sources ceux dont la distance avec l’entropie visée est minimale. De nouveau, pour un plan donné, il y a soit 0, 1
ou 2 solutions.

Pour tout k ≥ 3 et 2 ≤ ` < k, on définit la fonction Updatek,` : R× [0, 1]` 7→ R comme suit :

Updatek,`(z, x1, . . . , x`) =

{
0, si T`(x1, . . . , x`) ≥ z,

Hk−`(H
−1
k (z)	G(x1)	 . . .	G(x`)), sinon

La fonction Update permet de connaître la contribution que devront fournir les k − ` variables restantes, une fois que `
variables ont déjà été fixées.

Pour ` < k, soit {{a1, . . . , a`}, {b1, . . . , bk−`}} une partition de {1, . . . , k}. Pour ε, t et s fixés, on a pour tout
(x1, . . . , xk) ∈ Sk,ε(s) :

Tk(x1, . . . , xk) = t⇐⇒ Tk−`(xb1 , . . . , xbk−`
) = Updatek,`(t, xa1

, . . . , xa`
)

Lemme 3.8

La fonction Update nous permet à présent de définir l’ensemble des solutions recherchées, une fois que k−2 variables
ont été fixées.
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Sk,ε,t(s) = {(x1, . . . , xk) ∈ Sk,ε(s) |∃i < j < k, ∃s′ ∈ εN,

s′ =
∑

`∈{1,...,k}\{i,j}

x`,

t′ = Updatek,`(z, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xk)

(xi, xj) ∈ S2,ε,t′(s− s′)}

Définition 3.9 Ensemble de solutions

On veut donc obtenir un générateur aléatoire uniforme pour Sk,ε,t, une version biaisée de la version continue.
Dans la suite de ce chapitre, on commence par décrire deux générateurs ad-hoc pour S2,ε,t(s) et S3,ε,t(s). Le générateur

pour k = 3 utilise celui pour k = 2. Lorsque k > 3, on décrit un générateur à base de chaîne de Markov pour Sk,ε,t.
Chaque étape de la marche aléatoire est en réalité un appel au générateur ad-hoc pour k = 3.

2 Quelques propriétés

Soient (x1, . . . , xk) ∈ Sk,ε(s) et les valeurs k ∈ N, ε et s ≤ 1. Pour tout vecteur (y1, . . . , y`), ` ≤ k, tel que∑`
i yi =

∑`
i xi, on a

Tk(y1, . . . , y`, x`+1, . . . , xk) = Tk(x1, . . . , xk)⇐⇒ T`(y1, . . . , y`) = T`(x1, . . . , x`)

Lemme 3.10

Autrement dit, il est possible de passer une solution de Sk,ε,t(s) à une autre, en modifiant exactement ` variables
(x1, . . . , x`). Pour cela, il est nécessaire et suffisant que les variables obtenues (y1, . . . , y`) aient la même image par T`

et la même somme. Pour effectuer une marche aléatoire sur les solutions de Sk,ε,t(s) il est donc possible d’utiliser un
générateur aléatoire en dimension inférieure.

Pour tout k, s ≥ 1 et tout t ∈ [Tk(s−(k−1)ε, ε, . . . , ε), . . . , Tk(
s
k , . . . ,

s
k )], il existe x ∈ εN≥1 avec ε ≤ x ≤ s

k ,
tel qu’il existe y ∈ εN≥1 avec y < s−(k−2)x

2 et

(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

, y, s− (k − 2)x− y) ∈ Sk,ε,t(s)

Lemme 3.11

Ce lemme va nous permettre d’initialiser la chaîne de Markov en trouvant facilement un élément de Sk,ε,t(s). L’idée
est qu’il est possible de considérer la même valeur x pour les k − 2 premières dimensions. La symétrie des fonctions
joue évidemment un rôle important dans la validité de ce Lemme. Le fait que la fonction soit unimodale nous permet de
trouver x facilement.

2.1 Description de l’algorithme pour k = 2

Lorsque k = 2, si Tk est différentiable, il est possible d’utiliser la méthode de Newton pour trouver une solution de
l’équation T2(x, 1− x) = t. Il suffit ensuite de renvoyer (x, 1− x) ou (1− x, x) avec une probabilité 1

2 . Lorsque Tk n’est
pas différentiable, il est possible d’effectuer une recherche dichotomique. L’algorithme 3.2 ci-dessous détaille le calcul
dans le cas où la fonction est différentiable.

La recherche dichotomique est plus simple à programmer car elle ne nécessite pas de calculer la dérivée de T , mais
elle converge moins rapidement vers la solution.
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Algorithme 3 : RandomSourceV ectorK2(s, t)

Entrées : s et t tels que T2(s− ε, ε) ≤ t ≤ T2(
s
2 ,

s
2 )

Sorties : Un couple (x, s− x) ∈ S2,ε,t(s)
x← s

4 ;
δ ← 1 ;
t′ ← T2(x, s− x) ;
tant que t′ 6= t or δ ≥ ε faire

δ ← t′

T ′
2(x,s−x) ;

x← x− δ ;
si x < 0 alors

x← −x ;
t′ ← T2(x, s− x) ;

si T2(x− ε, s− x+ ε) = T2(x, s− x) alors
x← x− ε ;

retourner (x, s− x) avec probabilité 1
2 et (s− x, x) sinon

Fig. 3.2 : Algorithme pour k = 2

2.2 Description de l’algorithme pour k = 3

Pour k = 3, on définit un algorithme ad-hoc qui utilise le générateur de vecteur source pour k = 2. Une partie de
l’algorithme 3.3 est laissée volontairement floue afin de préserver la lisibilité. L’idée est d’être capable de tirer une valeur
x′ < s′ et telle qu’il existe au moins un couple (y′, z′) avec (x′, y′, z′) ∈ S3,ε,t′(s′). On discutera de cette question dans
le paragraphe suivant. De plus, pour un x′ donné, il est possible qu’il existe une ou deux solutions. Afin de préserver
l’uniformité du générateur aléatoire, il est nécessaire de rejeter les cas où il n’existe qu’une solution avec probabilité 1

2 .
L’algorithme étant le pas de base de la chaîne de Markov que nous souhaitons construire, il est possible de passer en
entrée un vecteur de dimension supérieure à 3.

Algorithme 4 : RandomSourceVectorK3
Entrées : Un vecteur source π de dim. k
Sorties : Un vecteur source modifié π de dim. k
(x, y, z)← tirer 3 variables aléatoirement parmi k ;
t← T3(x, y, z) ;
s← x+ y + z ;
x′ ← Tirer aléatoirement et uniformément une valeur valide selon s et t ;
s′ = s− x′ ;
t′ ← Update3,1(t, x

′) ;
(y′, z′)← RandomSourceV ectorK2(s′, t′) ;
si y 6= z ou avec probabilité 1

2 alors
Remplacer (x, y, z) par (x′, y′, z′) dans π ;

retourner π

Fig. 3.3 : Algorithme pour k = 3

Comment tirer une valeur valide x? La Fig. 3.4 montre un exemple de valeurs minimum et maximum que l’entropie
de Shannon peut prendre en dimension 3 en fonction de la valeur de la variable x. Notons que lorsque t ≥ T2(

s
2 ,

s
2 ),

l’intervalle de valeurs que x peut prendre est uniquement déterminé par l’entropie maximum. Aussi, lorsque t < T2(
s
2 ,

s
2 ),

il existe deux intervalles de valeurs valides.
On note maxInv0(s, t) et maxInv1(s, t) les deux solutions de l’équation

t− T3(x,
s− x

2
,
s− x

2
) = 0 (3.1)

Ici maxInv0 est la fonction inverse de l’équation 3.1 quand x ∈ [ε, s
3 − ε] et maxInv1 quand x ∈ [ s3 , s− 2ε].

On note également minInv0(s, t) la plus petite solution de l’équation

t− T3(x, s− x− ε, ε) = 0
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Fig. 3.4 : Cette figure représente les valeurs minimum et maximum que l’entropie de Shannon peut prendre, selon la
valeur de x, pour s = 1, s = 0.5 et s = 0.1 (de gauche à droite). En fixant une entropie, c’est à dire en traçant une droite
horizontale d’ordonnée t, la valeur que x est autorisée à prendre afin que le système ait une solution est située sur cette
droite, au dessus de la courbe bleue et en dessous de la courbe rouge. Il s’agit d’un intervalle ou de l’union de deux
intervalles.

Afin de simplifier la formule, quand ⊕ = + et ε est ”suffisamment” proche de 0, on peut remplacer l’équation par
t− T2(x, s− x) = 0. Dans ce cas, il devient évident que l’autre solution de l’équation est s−minInv0(s, t) puisque Tk

est symétrique. Quand ⊕ = × on nommera minInv1(s, t) l’autre solution de l’équation.

Soient ⊕ = +, t ∈]0, . . . , log2(3)] et s ∈]0, . . . , 1], le système{
T3(x, y, z) = t

x+ y + z = s

possède une solution si et seulement si

x ∈

{
]0, . . . ,minInv0(s, t)] ∪ [s−minInv0(s, t), . . . ,maxInv1(s, t)] si t < T2(

s
2 ,

s
2 )

[maxInv0(s, t), . . . ,maxInv1(s, t)], sinon.

Lemme 3.12

Soient ⊕ = ×, t ∈]0, . . . , log2(3)] et s ∈]0, . . . , 1], le système{
T3(x, y, z) = t

x+ y + z = s

possède une solution si et seulement si

x ∈

{
]0, . . . ,minInv0(s, t)] ∪ [minInv1(s, t), . . . ,maxInv1(s, t)] si t < T3(

s
2 ,

s−ε
2 , ε)

[maxInv0(s, t), . . . ,maxInv1(s, t)], sinon.

Lemme 3.13

La Fig. 3.5 illustre le Lemme 3.12 dans le cas de l’entropie de Shannon. En pratique, les valeurs des fonctions inverses
sont calculées avec la méthode de Newton ou une recherche dichotomique.
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Fig. 3.5 : Ici, on considère que s = 1. La figure de gauche représente le cas où t < T2(
s
2 ,

s
2 ). Pour un t fixé, les valeurs

valides doivent être tirées soit sous la courbe bleue, soit entre la verte et la rouge. La figure de droite montre le cas où
t ≥ T2(

s
2 ,

s
2 ).

2.2.1 ▶ Description de l’algorithme pour k > 3

La section qui suit décrit deux algorithmes qui sont essentiels pour créer un générateur aléatoire à base de chaînes de
Markov : l’initialisation de la chaîne de Markov et le générateur aléatoire en lui-même.

Initialisation L’idée de l’initialisation est similaire à celle de l’algorithme RandomSourceV ectorK2(s, t). Soit une
cible t sur un vecteur source de dimension k, on veut trouver un valeur x tel qu’il existe une valeur y et

(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

, y, s− (k − 2)x− y) ∈ Sk,ε,t

Un tel y existe si

T2(1− (k − 2)x− ε, ε) ≤ Updatek,k−2(t, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

) ≤ T2(
1− (k − 2)x

2
,
1− (k − 2)x

2
)

ce qui, d’après les Lemmes 3.10 et 3.8, est équivalent à :

t ∈ [Tk(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

, s− (k − 2)x− ε, ε), . . . , Tk(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

,
s− (k − 2)x

2
,
s− (k − 2)x

2
)]

L’algorithme 5 effectue donc une recherche dichotomique pour trouver une telle valeur x, dont l’existence est garantie
par le Lemme 3.11.

Le générateur aléatoire L’algorithme 6 décrit la génération aléatoire des éléments de Sk,ε,t.

L’algorithme 6 converge vers la distribution stationnaire uniforme.

Théorème 3.14

En effet, on démontre que la chaîne de Markov est :
• irréductible : l’idée de la preuve est que, pour toute distribution de départ π et toute distribution µ d’arrivée, il est
possible d’atteindre une distribution ν depuis π à l’aide d’un unique appel à RandomSourceV ectorK3 et telle
que la distance totale de variation entre ν et µ est inférieure à la distance entre π et µ. Autrement dit, il est toujours
possible de se rapprocher de la destination. L’espace des états étant fini, il existe donc toujours un chemin de π à µ

• apériodique : la chaîne étant irréductible, il suffit de montrer qu’il existe un cycle de taille 1 dans le graphe associé
à la chaîne de Markov. Puisqu’il est possible que la fonction RandomSourceV ectorK3 renvoie une erreur ou le
même triplet que celui contenu dans la distribution de départ, tout état de la chaîne possède une boucle, ou cycle
de taille 1.
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Algorithme 5 : EtatInitial(k, t)

Entrées : Une fonction Tk , les valeurs s, k et t telles que Tk(s− (k − 1)ε, . . . , ε) ≤ t ≤ Tk(
s
k , . . . ,

s
k )

Sorties : Un vecteur source π ∈ Sk,ε,t(s)
x← s

k ;
δ ← s

2k ;
sum← (k − 2)x ;
tant que t /∈ [Tk(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

k−2

, s− sum− ε, ε), . . . , Tk(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

, s−sum
2 , s−sum

2 )] faire

si t > Tk(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

, s− sum− ε, ε) alors

x← x− δ ;
sinon

x← x+ δ ;
δ ← δ

2 ;
sum← (k − 2)x ;

δt ← Updatek,k−2(t, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−2

) ;

(y, z)← RandomSourceV ectorK2(s− sum, δt) ;
retourner (x, . . . , x, y, z)

Algorithme 6 : Générateur aléatoire à base de chaîne de Markov
Entrées : Deux valeurs k et t telles que Tk(1− (k − 1)ε, . . . , ε) ≤ t ≤ log2(k), un nombre d’étapes steps
Sorties : Un vecteur source π de dimension k tel que Tk(π) = t
π ←MarkovChainInitialState(k, t) ;
pour tous les i ∈ {1, . . . , steps} faire

π ← RandomSourceV ectorK3(π) ;
retourner π

• réversible : cette propriété est assez immédiate puisque la probabilité de passer d’une distribution à une autre
dépend de la probabilité de tirer les 3 variables sur lesquelles les distributions diffèrent et de la probabilité
d’être obtenu via un appel à RandomSourceV ectorK3. Or cette fonction est elle-même un générateur aléatoire
uniforme.

Le code source est disponible à l’adresse : https ://git.unicaen.fr/julien.david/vectors. Il permet d’engendrer des vecteurs
sources en fixant les paramètres suivants : entropie de Shannon, entropie de collision, produit et moyenne géométrique.
Il permet également d’engendrer aléatoirement des textes où chaque lettre est tirée de façon aléatoire et indépendante à
l’aide d’une distribution issue du générateur précédent.

3 Perspective

Laméthode présentée dans ce chapitre peut-être étendue. Il semble possible de se passer de la contrainte d’unimodalité :
cela nécessite d’adapter les algorithmes de recherches de solution, mais ne devrait pas changer fondamentalement la
chaîne de Markov. Il est également de l’adapter pour certaines fonctions convexes. En effet, ces fonctions sont maximales
en Tk(s− (k− 1)ε, ε, . . . , ε). Il est donc possible de passer d’une fonction convexe à une fonction concave définit comme

Uk(x1, . . . , xk) = Tk(s− (k − 1)ε, ε, . . . , ε)− Tk(x1, . . . , xk)

Si la fonction Uk possède les propriétés énoncés dans ce chapitre, alors les algorithmes sont encore valides. On pourrait
ainsi imaginer engendrer des vecteurs sources dont la ”distance” à la distribution uniforme est égale à une valeur t. On
pourrait par exemple considérer la distance totale de variation [LPW08], ou la divergence de Kullback-Leibler [KL51]

Comme mentionné à la fin de la section précédente, ce générateur peut-être étendu pour faire de la génération
aléatoire d’objets combinatoires divers. Pour un alphabet Σ à k lettres, muni d’une distribution π ∈ Sk,ε,t, il est possible
d’étendre la distribution aux mots de longueur n définis sur Σ en considérant la mesure produit µ⊗π . Autrement dit, un
mot est une séquence de variables aléatoires i.i.d. selon π. On considère ce générateur aléatoire pour faire de l’analyse
d’algorithmes dans le chapitre 6.

Ou pourrait également imaginer adapter cette méthode aux arbres de Galton-Watson, où le type de chaque noeud est
tiré selon une distribution π ∈ Sk,ε,t parmi les k types de noeuds existant.
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A terme, j’espère également pouvoir décrire des générateurs aléatoires de graphes et d’hypergraphes, intéressants
pour l’analyse d’algorithmes. Comme on le verra dans le chapitre 5, les produits de probabilités interviennent dans
les statistiques des hypergraphes et le comportement moyen des algorithmes qui s’y appliquent. En revanche, il s’agit
de modèles plus généraux, dans lesquels on s’intéresse certes à l’ensemble Sk,ε,t(s), mais où s peut-être égal à k (on
considère alors des vecteurs de valeurs comprises entre 0 et 1).



4
Polytopes entiers
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Article(s) associé(s). • Julien David, Rado Rakotonarivo, and Lionel Pournin. Elementary moves on lattice polytopes.
Journal of Combinatorial Theory, Series A 172, 105200 (2020).

• Julien David, Lionel Pournin, Rado Rakotonarivo, Random generation of lattice polytopes. Gascom 2018, 132–139 (2018).
J’ai co-encadré la thèse de Rado Rakotonarivo, dirigée par Lionel Pournin, soutenue en mars 2020.

Les travaux décrits dans ce chapitre sont nées d’une volonté de collaboration avec Lionel Pournin, qui a mené au
co-encadrement de la thèse de Rado Rakotonarivo. L’idée initiale était de faire de la génération aléatoire de polytopes
entiers. J’apportais mes compétences en génération aléatoire et Lionel Pournin les siennes sur les polytopes. Nous avons
rapidement réalisé que les opérations que nous définissions pour la génération aléatoire soulevaient bon nombre de
questions sur les polytopes. La géométrie n’est vraiment pas mon domaine de prédilection. Dans ce chapitre, je vais
donc tenter de donner brièvement des intuitions des résultats obtenus en me concentrant sur la dimension 2. Or, pour
paraphraser Günter Ziegler, les intuitions dans les dimensions 2 et 3 ne fonctionnent pas en dimensions supérieures.
Certains détails essentiels au bon fonctionnement des preuves seront donc omis, mais la lectrice ou le lecteur est invité(e) à
consulter les articles mentionnés dans l’entête du chapitre, pour plus de détails. Certains théorèmes de l’article Elementary
moves on lattice polytopes ont été obtenus alors que j’étais mis à disposition chez Qwant. N’y ayant pas contribué, je les ai
omis de ce manuscrit.

Un polytope peut-être vu comme l’enveloppe convexe d’un ensemble fini de points dans Rd. Si l’ensemble fini des
points considérés est inclus dans Zd, on dit alors qu’il s’agit d’un polytope entier.

Ces polytopes apparaissent en optimisation combinatoire [Nad89 ; NZ11 ; Seb99], en géométrie discrète [BP92 ;
BV97 ; LZ91] et sont en lien avec des variétés toriques [Bog+15 ; DDP09]. Notons que, dans le cas des polytopes entiers,
l’alternance de suppression et d’ajout de sommets (que nous allons considérer dans ce chapitre) a été considérée, de
sorte que le nombre de points entiers contenus dans le polytope change exactement de un [BS18 ; BS19 ; BGM16]. Ces
modifications peuvent affecter la combinatoire des bornes d’un polytope de façon arbitraire, mais permet d’énumérer les
polytopes entiers contenant un nombre fixé de points entiers [BS18 ; BS19]. Par contraste, nos opérations peuvent être
utilisées pour énumérer les polytopes ayant un nombre fixé de sommets contenus dans un hypercube.

Un polytope est dit de dimension pleine si son intérieur est non-vide. Autrement dit, dans un espace à d dimensions,
un polytope est en dimension pleine s’il est lui même de dimension d. Le nombre minimal de sommets requis pour être
en dimension pleine dans un espace de dimensions d est d + 1. Les polytopes en dimension pleine à d + 1 sommets
sont appelés les simplexes. En dimension 2 par exemple, ce sont les triangles. En dimension 3, il s’agit de pyramides
à base triangulaire. Dans ce chapitre, on supposera que d ≥ 2. Soient un polytope P et un hyperplan H tel que P est
totalement contenu dans l’un des demi-espaces définis par H . L’intersection F = P ∩H est appelée face du polytope P .
Chaque face est elle-même un polytope. Si P est de dimension d et F de dimension d− 1, F est alors une facette de P .
Par exemple, dans un carré C , les sommets et les arêtes de C sont des faces. Les arêtes sont des facettes. Les facettes d’un
cube sont elles-mêmes des carrés. Celles d’un simplexe de dimension 3 sont toutes des triangles.

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la génération aléatoire de polytopes entiers en dimension pleine. Afin de considérer
des objets combinatoires, c’est à dire des ensembles d’objets pour lesquels l’ensemble des objets d’une taille donnée
est fini, on se limitera au final aux polytopes entiers inclus dans un hypercube {0, . . . , k}d de dimension d et de côté
k. Sauf mention contraire, le lecteur ou la lectrice pourra considérer que les polytopes sont en dimension pleine. Soit
x ∈ Rd un point dans un espace en d dimensions. On notera xi la i-ème coordonnée de x. Les travaux les plus proches
de ceux présentés dans ce chapitre se concentrent sur la génération aléatoire de polyominos (généralisation des dominos)
digitallement convexes [Bod+13b] et celle des polygones convexes à l’intérieur d’un disque [DDT14]. La méthode utilisée
étant celle des chaîne de Markov, on commence par définir des opérations permettant de passer d’un polytope à un autre.
On obtient ainsi un graphe de polytopes où les arêtes indiquent qu’il est possible de passer d’un objet à un autre en
appliquant l’une des opérations. Le graphe obtenu nous servira ensuite à définir la matrice de transitions de la chaîne de
Markov. On donnera enfin des résultats sur sa connexité et son diamètre, qui seront utiles pour déterminer si la chaîne
est irréductible et pour obtenir une borne inférieure sur le temps de mélange.

Soit un polytope P de dimension d, contenu dans Rd et V l’ensemble de ses sommets. Un sommet x ∈ Rd

peut être inséré dans P si l’enveloppe convexe de P ∪ {x} admet V ∪ {x} comme ensemble de sommets.

Définition 4.1 Insertion d’un sommet

Soit un polytope P de dimension d, contenu dans Rd et V l’ensemble de ses sommets. Un sommet x ∈ V peut
être supprimé dans P si l’enveloppe convexe de V \ {x} reste d-dimensionnelle.

Définition 4.2 Suppression d’un sommet

Ces opérations n’étant pas limitées aux polytopes entiers, il est possible de considérer différents graphes, en modifiant
l’ensemble des polytopes considérés.
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On définit les graphes non-orientés suivants :
• Soit Γ(d) le graphe dont les sommets sont les polytopes d-dimensionnels contenus dansRd et dans lequel
deux polytopes sont reliés par une arête s’il est possible de passer de l’un à l’autre par une insertion
(Définition 4.1) ou une suppression (Définition 4.2) d’un sommet.

• Soit Λ(d) le sous-graphe induit de Γ(d) où l’ensemble des sommets considérés est celui des polytopes
entiers.

• Soit Λ(d, k) le sous-graphe induit de Λ(d) où l’ensemble des sommets est celui des polytopes contenus
dans l’hypercube [0, k]d.

Définition 4.3 Les graphes Γ(d), Λ(d) et Λ(d, k)

Remarquons que Λ(d) est un graphe qui est loin d’être régulier : il contient des sommets qui peuvent être de degré
fini ou dénombrable. De plus, on verra qu’il existe certains polytopes entiers, comme le cube [0, 1]d, dans lesquels il est
impossible d’ajouter un sommet et d’autres polytopes, comme les simplexes, dans lesquels aucune suppression n’est
possible. Le graphe Λ(d, k) permet l’étude des polytopes entiers dans [0, k]d, lesquels sont largement étudiés [AẐ95 ;
BL98 ; DM16 ; DMO18 ; DP18 ; KO92].

Afin d’étudier la connexité de ces graphes, il est donc important de comprendre au préalable quand il est possible
d’ajouter ou de supprimer un sommet.

1 Opérations interdites

La Fig. 4.1 donne un exemple de sommets que l’on peut ajouter et de sommets qu’il est impossible d’ajouter ou de
supprimer à des polygones dans Z2.

Fig. 4.1 : Soit P le polytope représenté et V l’ensemble de ses sommets : (1) les sommets en rouge ne peuvent être ajoutés
car ils sont à l’intérieur du polytope (le sommet appartient à P \ V , (2) on ne peut supprimer un sommet x d’un simplexe
car le polytope ne serait plus en dimension pleine (l’enveloppe convexe de V \ {x} est en dimension d− 1), (3) on ne
peut ajouter les sommets x en rouge car cela placerait le sommet au centre de l’espace à l’intérieur du polytope (V ∪ {x}
n’est pas l’ensemble des sommets de son enveloppe convexe), (4) les sommets x en bleu peuvent être ajoutés (l’enveloppe
convexe du polytope obtenu a pour sommets V ∪ {x})

On va à présent décrire formellement comment détecter si un point de l’espace est dans le cas (3) de la Fig. 4.1. Soit
un polytope P dans Rd et F une face de ce polytope. On note aff(F ) l’enveloppe affine de F . Si F est une facette, alors
aff(F ) est un hyperplan dans Rd. On note alors H−

F (P ) le demi-espace de Rd délimité par aff(F ) et ne contenant pas P .
On a P ∩H−

F (P ) = F .
On considère à présent un sommet v ∈ V . L’ensemble des points qui, si on les ajoutait à notre polytope, ferait

”disparaître” v de l’enveloppe convexe, forme un cône, que l’on définit ci-dessous. La Fig. 4.2 illustre la définition.

Pour tout sommet v ∈ V d’un polytope P , on définit le cône au sommet v, noté Cv(P ), comme

Cv(P ) =
⋂

F∈Fv

H−
F (P )

où Fv est l’ensemble des facettes de P qui contiennent v.

Définition 4.4 Cône au sommet v

Les lemmes suivants indiquent quand il est possible d’insérer ou de supprimer un sommet v.
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Fig. 4.2 : A gauche : une face F , son enveloppe affine aff(F ) et le demi espace H−
F (P ). Au milieu, l’équivalent pour la

face E. A droite, le cône Cv(P ), intersection des deux demi espaces H−
F (P ) et H−

E (P )

Soit un polytope P dans Rd. Un point x ∈ Rd peut être inséré dans P si et seulement si il n’appartient pas à P
et que, pour tout sommet v de P , il n’appartient pas à Cv(P ).

Lemme 4.5

Une d-pyramide est l’enveloppe convexe de l’union d’un polytope de dimension (d− 1), appelé base, et d’un sommet
v, appelé apex, tel que v /∈ aff(P ).

Soit un polytope P dans Rd et V son ensemble de sommets. Un point v ∈ V peut être supprimé de P si et
seulement si P n’est pas une d-pyramide d’apex v. Il est donc toujours possible de supprimer un sommet dans
un polytope ayant plus de d+ 1 sommets.

Lemme 4.6

2 Connectivité et diamètre de graphes de polytopes

L’idée des théorèmes qui suivent est de montrer la connexité sur des graphes de plus en plus restreints. On étudie
donc d’abord celle de Γ(d), l’ensemble des polytopes de dimension d, puis Λ(d) l’ensemble des polytopes entiers et enfin
celle de Λ(d, k), les polytopes entiers contenus dans l’hypercube [0, k]d. A chaque étape, on vérifiera si en se restreignant
pour tout n à des polytopes à n et n + 1 sommets, la connexité est déjà vérifiée. Celle-ci implique naturellement la
connexité du graphe dans le cas général.

2.1 La connexité du graphe Γ(d)

Pour tout n ≥ d+ 1, les polytopes avec n ou n+ 1 sommets induisent un sous-graphe connexe de Γ(d), de
diamètre compris entre 4n− 2d et 6n− 2. Deux polytopes à n sommets sont de distance au plus 6n− 4 dans
ce sous-graphe.

Théorème 4.7

L’idée de ce théorème est la suivante : soient deux polytopes P et Q dans Rd. On cherche une façon de transformer
P en Q ou inversement, en utilisant les opérations d’ajout et de suppression de sommets, sachant que ces opérations
doivent ici s’alterner, afin de rester dans l’ensemble des polytopes ayant n et n+ 1 sommets. On considère sans perte de
généralité que P est le polytope contenant le point x ayant la coordonnée x1 la plus petite possible parmi P et Q. On
note

γ = min{x1 | x ∈ P} et δ = max{x1 | x ∈ Q}

Les deux scalaires obtenus permettent de définir deux hyperplans :

M = {x ∈ Rd | x1 = γ} et N = {x ∈ Rd | x1 = δ}

La Fig. 4.3 donne un exemple de deux polytopes P et Q, des hyperplans M et N correspondants et des demi-espaces
H−

M (P ) et H−
N (Q). La Fig. 4.4 montre comment passer de l’un à l’autre en appliquant la méthode qui suit. On commence
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Fig. 4.3 : En haut, un polytope P de départ et un polytope Q d’arrivée. Notons que P et Q peuvent s’intersecter, sans
que cela change la méthode.

par transformer P en un polytope P ′ ayant une facette qui intersecte M et le reste de ses sommets dans H−
M (P ),

le demi espace délimité par aff(M) qui ne contient ni P ni Q. Il faut donc placer d − 1 points sur l’hyperplan M
(en 2d − 2 opérations), afin d’obtenir une facette. Puis, on déplace les n − d points restants de l’autre côté de M (en
2n− 2d opérations). Notons qu’il est toujours possible d’ajouter un point dans Rd. Il suffit en l’occurrence de le prendre
suffisamment proche de la facette que nous venons de créer, comme on peut le voir dans la Fig. 4.4. On fait de même en
transformant Q en un polytope Q′, ayant une facette qui intersecte N et le reste de ses sommets dans H−

N (Q), qui ne
contient ni Q ni P ′. Il est possible de passer de P ′ à Q′ en alternant une suppression d’un sommet de P ′ et l’ajout d’un
sommet de Q′.

(1) (2) (3)

Fig. 4.4 : Sur les 3 schémas, les sommets notés en rouge sont ceux que l’on supprime et ceux en vert ce que l’on ajoute. Il
faut nécessairement alterner les ajouts et les suppressions, suivant que le polytope contienne n ou n+ 1 sommets. A
gauche : on transforme le polytope P en un polytope P ′. Au milieu, on transforme le polytope P ′ en Q′. A droite, Q′ est
transformé en Q.

Le graphe Γ(d) est connexe. La distance entre deux polytopes possédant respectivement n et m sommets est
au plus n+m+ 4d.

Corollaire 4.8

L’idée du corollaire est la suivante : il est possible de transformer chacun des deux polytopes en simplexes en
supprimant respectivement n− d− 1 et m− d− 1 sommets (soit n+m− 2d− 2 opérations). Passer d’un simplexe a
un autre coûte au plus 6(d+ 1)− 4 opérations, soit 6d+ 2.

2.2 La connexité du graphe Λ(d)

Un changement se produit lorsque l’on passe de Γ(d) à Λ(d). Il existe désormais des polytopes pour lesquels il est
impossible d’ajouter des sommets.

Pour tout d ≥ 2, si le polytope P que l’on considère est un hypercube de côté 1, alors il est impossible d’ajouter un
sommet à ce polytope car tous les points de Zd sont inclus dans un des cônes Cv(P ). Ce n’est pas le seul polytope dans
ce cas.

Pour tout n distinct de 3 et 5, il existe un polygone entier Pn à n sommets tel que aucun point de Z2 ne peut
être inséré dans Pn.

Lemme 4.9

On décrit brièvement à quoi ressemble ce polygone. Soit la fonction f : Z → Z définie par f(x) = x(x−1)
2 . On

considère la ligne polygonale convexe formée par les points x ∈ Z2 tels que x2 = f(x1). Nous allons à présent construire
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un polygone à l’aide de cette ligne. Supposons pour l’instant que n est pair. L’ensemble des sommets du polygone Pn est
constitué de :

• un point a tel que a1 = n
2 − 1 and a2 = f(a1) + 1.

• la ligne polygonale convexe formée par les points x tels que 0 ≤ x1 < n
2 et x2 = f(x1).

• les symétriques de la ligne polygonales par rapport au point a
2 .

Le polygone obtenu est centralement symétrique. Dans le cas où n est impair, le polygone Pn est obtenu en calculant
l’enveloppe convexe de Pn+1 et d’un point c tel que c1 = a1 et c2 = a2 + 1. La Fig. 4.5 montre les premiers polygones
Pn. Notons qu’il n’en existe pas pour n égal à 5.

Les pentagones et les hexagones induisent un sous-graphe connexe de Λ(2).

Théorème 4.10

Fig. 4.5 : Les polygones Pn avec n entre 6 et 10 . Les sommets des polytopes en bas à gauche de figure sont de coordonnées
(0, 0).

La conséquence du Lemme 4.9 est le Théorème 4.11.

Les sous-graphes induits de Λ(2) par les polygones à n et n + 1 sommets sont déconnectés lorsque n est
différent de 3 et 5.

Théorème 4.11

Ce théorème nous indique que, pour passer d’un polygone à un autre, il va falloir prendre un chemin détourné en
s’autorisant à passer par des polytopes plus grands ou plus petits. Fort heureusement, il est toujours possible d’ajouter
un sommet à un simplexe, quelle que soit la dimension considérée. On obtient donc le résultat suivant.

Pour tout graphe d ≥ 2, le graphe Λ(d) et son sous-graphe restreint aux polytopes à d+ 1 et d+ 2 sommets
sont connexes.

Théorème 4.12

Le sous-graphe des simplexes et des polytopes à d+ 2 sommets étant connexe, il est toujours possible de passer d’un
polytope P à un polytope Q en passant par des simplexes intermédiaire et le Corollaire 4.8 sur le diamètre de Γ(d) est
encore valide sur Λ(d).

2.3 La connexité du graphe Λ(d, k)

Les graphes Λ(d, k) sont ceux que l’on cherchait à étudier à l’origine. Puisque les coordonnées des sommets doivent
nécessairement être incluses dans [0, k]d, l’ensemble de ces polytopes forme une classe combinatoire et il est donc possible
de définir un générateur aléatoire.

Nous avons obtenu les résultats suivants.

Les sous-graphes induits de Λ(d, k), restreints aux simplexes et aux polytopes à d+ 2 sommets, sont connexes.

Théorème 4.13
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Afin de montrer la connexité du graphe, il convient de choisir un coin de l’hypercube et de passer de n’importe quel
simplexe vers le simplexe le plus petit possible, situé dans ce coin. La Fig. 4.6 illustre cette idée en dimension 2. On
commence par transformer le polygone en un simplexe ou un quadrilatère qui possède une arête e qui est soit horizontale,
soit verticale. De là, il est possible de construire un quadrilatère dont les arêtes sont soit horizontales, soit verticales. En
supprimant le sommet v du simplexe tel que le cône Cv(P ) contient le coin de l’hypercube qui nous intéresse, on obtient
un triangle, contenant une unique arête oblique, faisant face au coin qui nous intéresse. De là, il est possible de faire une
succession d’insertions et de suppressions pour obtenir le simplexe situé dans le coin.

Fig. 4.6 : Passage d’un triangle au plus petit triangle situé dans un coin de l’hypercube [0, k]2.

Les graphes Λ(d, k) sont connexes.

Théorème 4.14

L’idée du dernier résultat est qu’il est toujours possible de se ramener à construire un chemin entre un polytope de
Λ(d, k) et le plus petit simplexe possible situé dans un coin de l’hypercube.

3 Chaînes de Markov sur Λ(d, k)

On décrit à présent la matrice de transitions associée à Λ(d, k). Pour tout polytope entier P ∈ Λ(d, k), on suppose
que l’on a tiré aléatoirement et uniformément un point x ∈ [0, . . . , k]d. On distingue alors les 3 cas suivants :

• x est un des sommets de P et peut être supprimé en respectant la Définition 4.2. Soit Q le polytope obtenu. La
probabilité de passer de P à Q est 1

(k+1)d
.

• x /∈ P et x peut être ajouté en respectant la Définition 4.1. Soit Q le polytope obtenu. La probabilité de passer de
P à Q est 1

(k+1)d
.

• dans tous les autres cas, le polytope n’est pas affecté.

Algorithme 7 : Générateur aléatoire de polytope dans Λ(d, k)
Entrées : Une dimension d et k le côté de l’hypercube.
Sorties : Un polytope aléatoire de Λ(d, k)
P ← Engendrer aléatoirement et uniformément un simplexe dans [0, k]d ;
tant que On est pas assez proche de la distribution stationnaire faire

x← Engendrer aléatoirement et uniformément un point de [0, k]d ;
si x ∈ V alors

Q← conv(V \ {x}) ;
si Q est en dimension d alors

P ← Q ;
sinon

Q← conv(V ∪ {x}) ;
si l’ensemble des sommets de Q est V ∪ {x} alors

P ← Q ;
retourner P ;
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Pour tout d ≥ 2, et tout k > 0, la chaîne de Markov correspondant à l’algorithme 7 est irréductible, apériodique
et réversible.

Théorème 4.15

L’irréductibilité de la chaîne est donnée par le théorème 4.14. Il est facile de voir que la chaîne est apériodique : la
chaîne étant irréductible, pour montrer que le pgcd des longueurs des cycles est 1, il suffit de trouver un unique cycle de
taille 1. Or pour tout simplexe, il est impossible de supprimer l’un de ses sommets. Il y aura donc une boucle sur ces
polytopes. La réversibilité est également assez évidente au vue de la définition : la probabilité de passer d’un polytope P
à un polytope Q est la même que de passer de Q à P et est égale à 1

(k+1)d
.

3.1 Temps de mélange

Comme nous l’avons mentionné dans l’interlude, il est possible d’obtenir des bornes inférieure sur le temps de
mélange à partir du diamètre du graphe associé à la chaîne de Markov (Propriété 2.2). Pour passer d’un polytope à
un autre, on supprime les sommets jusqu’à obtenir un simplexe, que l’on transforme pour le placer dans un coin de
l’hypercube, avant de refaire le chemin inverse vers le polytope d’arrivée. Le diamètre est donc lié au nombre maximal de
sommets dans un polytope de Λ(d, k). Dans [AẐ95], les auteurs montrent que le nombre maximal de sommets dans un
polygone convexe inclus dans [0, k]2 est

12

(
k

2π

)2/3

+O(k1/3 log(k))

En dimension 2, pour tout ε > 0, il existe une constante c tel que le temps de mélange tmix(ε) est supérieur à
ck

2
3

Théorème 4.16

Dans le cas général, Barany et Larman [BL98] on montré que le nombre de sommets dans l’enveloppe convexe des
points à coordonnées entières contenus dans une sphère de dimension d ≥ 2 et de rayon r est Θ(rd

d−1
d+1 ). En considérant

non pas une sphère de rayon r mais un hypercube de côté k = r, on obtient la borne inférieure suivante.

En dimension d ≥ 2, pour tout ε > 0, il existe une constante c tel que le temps de mélange tmix(ε) est supérieur
à ckd

d−1
d+1 .

Théorème 4.17

3.2 Expérimentations et conjectures

Nous avons utilisé le générateur aléatoire à base de chaîne de Markov et effectué plusieurs observations des statistiques
des polytopes engendrés, avec lesquelles nous avons obtenus les conjectures suivantes.

Le nombre moyen de sommets d’un polygone entier contenu dans [0, k]2 est

E[n] ≥ 6

(
k

2π

)2/3

Conjecture 4.1

Notons que cette borne correspond au diamètre (moitié du nombre maximal de sommets) des zonotopes primi-
tifs [DMO18]. Les auteurs conjecturent que ces zonotopes maximisent le diamètre des polytopes. En d’autres termes, un
polygone aléatoire possède un nombre moyen de sommets égal à la moitié du nombre maximal.
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L’aire moyenne d’un polygone entier contenu dans [0, k]2 est

E[a] ≥ 3

4
k2

Conjecture 4.2

Cette deuxième conjecture repose principalement sur une observation empirique et tend à dire que les polygones
aléatoires remplissent une bonne partie du carré dans lesquels ils sont inclus.

4 Conclusion

Comme mentionné dans l’introduction, ces travaux sont issus d’une collaboration avec Lionel Pournin dans le cadre
du co-encadrement de la thèse de Rado Rakotonarivo. Je ne souhaite en revanche pas poursuivre de travaux dans cette
direction, la géométrie en dimensions supérieures ne faisant pas partie de mes domaines de prédilection.
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Interlude : une méthodologie pour l’analyse
en moyenne

37
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Comme cela a pu être précisé dans l’introduction, les résultats théoriques sur la complexité moyenne des algorithmes
peuvent permettre d’expliquer le comportement de ces derniers en pratique, sans que la distribution considérée semble
elle même réaliste.

La thèse soutenue dans ce manuscrit est la suivante : si la complexité moyenne prévoit un comportement de
l’algorithme similaire à celui observé en pratique, on peut supposer qu’il existe une propriété commune aux deux
situations, déterminante pour le comportement de l’algorithme.

Afin de pouvoir mettre en avant ces propriétés, je propose d’utiliser la méthodologie suivante : l’idée est de considérer
la complexité moyenne sur un ensemble de distributions de probabilités au lieu de se concentrer sur une seule.

Soit En l’ensemble des entrées de taille n de l’algorithme. Soit Dn l’ensemble des distributions possibles sur En
et D =

⋃
n≥1Dn. Soit CoutMoyen : D → R une fonction qui retourne le coût moyen de l’algorithme selon une

distribution π ∈ D. Soit Dn ⊆ Dn un ensemble de distributions partageant une même propriété et µ une mesure sur Dn.
On veut étudier l’intégrale suivante : ∫

π∈Dn

CoutMoyen(π)dµ(π)

Autrement dit, on s’intéresse à une moyenne de moyenne. Il convient maintenant de déterminer quel ensemble Dn

pourrait être intéressant à étudier.

Afin de pouvoir parler de complexité, il convient de définir proprement une notion d’asymptotique. Soit (Dn)n∈N
une famille telle que chaque Dn est un ensemble de distributions sur Ei et (µn)n∈N une famille de mesures sur Dn. La
complexité moyenne que nous considérons est donnée par le comportement asymptotique de l’intégrale suivante :∫

π∈Dn

CoutMoyen(π)dµn(πn)

Dans le chapitre 5, l’un des modèles probabilistes considéré reprend cette idée d’une intégrale, où des distributions
produits construites à partir de lois de Bernoulli sont considérées. On verra dans ce chapitre l’intérêt d’utiliser une
intégrale et une mesure : l’idée est de n’avoir à fixer que la mesure µ pour déterminer directement l’ensemble Dn, ce qui
constituera une simplification par rapport à un autre modèle proposé.

Dans le chapitre 6, on considère que Dn est fini. La mesure est alors remplaçable par une distribution de probabilité
et l’intégrale peut être remplacée par une simple somme.∑

π∈Dn

P(π)CoutMoyen(π)

De plus, dans ce chapitre, on considérera que P(π) = 1
|Dn| , c’est à dire la distribution uniforme sur Dn.

Comme nous le verrons dans les chapitres suivants, le calcul de l’intégrale peut être largement simplifié dans
certains contextes. Supposons que toutes les distributions dans un ensemble Dn partagent une même propriété telle que
∀π, π′ ∈ Dn, on a CoutMoyen(π) = CoutMoyen(π′). On dira dans ce cas que la propriété est déterminante. Le calcul
est de nouveau simplifié car il est possible de remplacer l’intégrale par l’évaluation de CoutMoyen en n’importe quelle
distribution de Dn.

Supposons maintenant que la propriété considérée sur les distributions est l’image d’une application. Soit T : D →
[0,+∞[ une application qui prend en entrée une distribution. Pour une valeur fixée t, appelée cible, on définit l’ensemble
Dt,n ∈ D l’ensemble des distributions sur En telle que ∀π ∈ Dt,n, T (π) = t.

Soit CoutParametre(t, n) =
∫
π∈Dt,n

P(π)CoutMoyen(π)dπ la fonction qui prend en entrée une cible et renvoie
le coût moyen de l’algorithme sur Dt,n.

Une fonction T : D → [0,+∞[ est déterminante si ∀t, ∀n, ∀π, π′ ∈ Dt,n, on a

CoutMoyen(π) = CoutMoyen(π′)

Définition 4.18 Fonction déterminante

On rappelle que le coût maximal (resp. minimal) d’un algorithme sur un ensemble d’entrées de taille n est noté pn
(resp. mn).
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Une fonction T : D → [0,+∞[ est dite intéressante si :
• CoutParametre(t, n) est continue et monotone pour tout n fixé.
• il existe une valeur t telle que CoutParametre(t, n) = θ(pn) ou CoutParametre(t, n) = θ(mn)
• il existe une valeur t telle que CoutParametre(t, n) = Θ(CoutMoyen(π)), où π est la distribution
uniforme sur En.

Définition 4.19 Fonction intéressante

Dans le chapitre 6, on considère deux fonctions sur D : l’entropie de Shannon h et l’entropie de collision κ.

H(π) = −
k∑

i=1

πi log2(π) and κ(π) = − log2

(
k∑

i=1

π2
i

)

Comme on le verra, les deux fonctions sont intéressantes pour l’analyse du coût moyen de l’algorithme naïf de recherche
de séquence, mais seule l’entropie de collision est déterminante.
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Article(s) associé(s). • Julien David, Loick Lhote, Arnaud Mary and Francois Rioult, An Average Study of Hypergraphs
and their minimal transversals.. Theor. Comput. Sci. 596 : 124-141 (2015).

• Julien David, Mostafa Gholami, Loick Lhote, On the average complexity of Berge Algorithm, soumis à SODA 2025.
Mostafa Gholami est actuellement en doctorat, sous la direction de Loick Lhote et co-encadré par moi.

Les hypergraphes sont une généralisation de la notion de graphe, explicitement nommée par Claude Berge [Ber89] et
définie comme suit.

Un hypergraphe est un coupleH = (V,E) tel que
• V = {1, . . . , n} est un ensemble de sommets
• E = {H1, . . . , Hm} est l’ensemble de ses hyperarêtes, avec Hi ⊆ V , pour tout i ∈ {1, . . . ,m}.

Définition 5.1 Hypergraphe

Un hypergraphe est dit simple si aucune hyperarête n’est inclue dans une autre.
Berge définit également la notion de traverse, de traverse minimale, et les problèmes suivants.

Soit un hypergrapheH = (V,E). Une traverse est un ensemble de sommet T ⊆ V qui intersecte toutes les
hyperarêtes deH, c’est à dire :

∀H ∈ E,H ∩ T 6= ∅

Une traverse T est minimale s’il n’existe pas de traverse T ′ telle que T ′ ( T .

Définition 5.2 Traverse et traverse minimale

1 2

3

4 5

Fig. 5.1 : Dans l’exemple ci-dessus, l’hypergraphe représenté est H = (V,E) tel que V = {1, 2, 3, 4, 5} et E =
{{1, 2, 3}, {1, 3, 4}, {3, 5}}. L’ensemble {2, 3} est une traverse, mais elle n’est pas minimale, car {3} est également une
traverse. L’ensemble {1, 5} est également une traverse minimale.

Soit un hypergraphe simpleH = (V,E). L’ensemble des traverses minimales deH, noté TrMin(H) forme
un nouvel hypergraphe, appelé hypergraphe transversal, dont l’ensemble des sommets est également V . On a :

H = TrMin(TrMin(H))

L’hypergraphe transversal est également appelé hypergraphe dual.

Définition 5.3 Hypergraphe Transversal

1 2

3

4 5

Fig. 5.2 : L’exemple ci-dessus est l’hypergraphe transversal de celui de la Figure 5.1
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Soient deux hypergraphesH1 etH2.H2 est-il l’hypergraphe transversal deH1 ?

Problème de décision 5.4 Transversal Hypergraph Decision(THD)

Soit un hypergrapheH, calculer son hypergraphe transversal.

Problème d’énumération 5.5 Transversal Hypergraph Generation (THG)

L’hypergraphe dual peut être exponentiellement plus grand que l’hypergraphe passé en entrée. Il est donc d’usage
pour THG , comme dans la plupart des problèmes d’énumération, d’évaluer la complexité non pas en fonction de la taille
de l’entrée, mais en fonction de la taille de l’entrée et de la sortie, c’est à dire deH1 etH2 si on se rapporte à THD .

Ces deux problèmes ont des applications directes en logique des propositions. En effet, le problème THD est équivalent
à se demander si deux formules, l’une en forme normale conjonctive (CNF) et l’autre en forme normale disjonctive (DNF),
sont équivalentes. Le problème est dans co-NP, car il suffit d’exhiber une traverse minimale de l’un des hypergraphes
et de vérifier qu’elle n’appartient pas en tant qu’hyperarête à l’autre hypergraphe, les deux vérifications pouvant se
faire en temps polynomial. Dans [FK96], les auteurs montrent que le problème peut être résolu en temps No(log(N)),
où N est la somme des tailles de H1 etH2. L’enjeu est donc de taille car les trois cas de figures sont possibles : soit il
existe un algorithme polynomial pour résoudre ce problème, soit il existe une borne inférieure pour ce problème en
temps quasi-polynomial ce qui implique que soit ce problème est co-NP complet et tous les problèmes de cette classe de
complexité peuvent être résolus en temps quasi-polynomial, soit le problème appartient à une classe entre P et co-NP, ce
qui implique que P est différent de co-NP et de NP. Plus largement, ces problèmes ont attiré une attention considérable ces
30 dernières années, de par leur large spectre d’applications dans de nombreux domaines, incluant l’intelligence artificielle
et la logique [EG02], biologie computationnelle [Dam06 ; KSG07 ; HKS08], la cryptographie [KP04], la théorie des bases
de données [MR92], la fouille de données [Gun+03 ; AIS93 ; BG03], le calcul distribué [GB85], le e-commerce [BZ06],
l’apprentissage automatique [Gun+97], l’optimisation mathématique [Kha01 ; Kha+08], les systèmes de communication
mobiles [SS98], le Web sémantique [KLM07], la topologie [Dum+03], la combinatoire [Rea78] et la théorie des jeux [BG03].
Enfin, le problème d’énumération des dominants minimaux dans les graphes est équivalent au problème THG [BLS99 ;
Kan+14].

Le chapitre contient des résultats sur deux algorithmes permettant de résoudre le problème THG : l’algorithme de
Berge et MT-Miner. Dans la section 1, on introduit trois modèles d’hypergraphes aléatoires, de plus en plus généraux :
HG(m,n, p),HG(m,n, v) etHG(m,n, µ). Le modèle le plus général,HG(m,n, µ), correspond à la méthodologie décrite
dans l’interlude. Si nous n’avons pas encore obtenu d’asymptotiques dans ce modèle, nous avons toutefois une série
génératrice à partir de laquelle nous espérons pouvoir prochainement obtenir des résultats. La section 1.1 montre, à
partir de résultats expérimentaux, la pertinence de nos modèles les plus généraux. La section 2 présente l’algorithme de
Berge et MT-Miner, ainsi que les paramètres d’intérêts pour l’analyse de leur comportement. La section 3 est basée sur
notre premier article et une approche probabiliste. On obtient des bornes supérieures sur le nombre moyen de traverses,
d’irredondants (le paramètre d’intérêt de MT-Miner) et de traverses minimales dans le modèleHG(m,n, p), ainsi que des
résultats moins précis dans le modèleHG(m,n, v). On en déduit des résultats sur la complexité moyenne de l’algorithme
MT-Miner. La section 4 est basée sur le second article et un ensemble de techniques de combinatoire analytique. On
obtient ensuite des résultats plus précis que dans la section 3, dans le modèleHG(m,n, p) et dans certaines versions du
modèleHG(m,n, v).

1 Modèles probabilistes sur les hypergraphes

Dans cette section, on définit trois modèles d’hypergraphes aléatoires. Un hypergraphe H peut être vu comme
une matrice binaire M(H) = (χi,j(H)Not)i=1..m,j=1..n, appelée matrice d’incidence de H, avec χi,j(H) = 1 si et
seulement si le sommet vj appartient à l’hyperarête ei. Notons que, dans les cas que nous allons étudier, la probabilité
que l’hypergraphe ne contiennent pas d’arêtes multiples (que deux lignes de la matrice soient égale), tend vers 1 dans les
différents modèles.

Dans le premier modèle aléatoire, les colonnes et les lignes de la matrice sont indépendantes. Il peut être vu comme
l’adaptation du modèle d’Erdös-Renyi [ER59] sur les hypergraphes.
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Soit p ∈ [0, 1] un paramètre. Dans lemodèleHG(m,n, p), la famille de variables aléatoires (χi,j(H))i=1..m,j=1..n

forme une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telle que pour tout (i, j),
χi,j suit une loi de Bernoulli de paramètre p.

Définition 5.6 HG(m,n, p) random model

Le second modèle généralise le précédent. Toutes les lignes de la matrice, correspondant aux hyperarêtes, suivent la
même distribution. Pour les colonnes, le degré de chaque sommet vj suit une loi binomiale de paramètre (m,πj). Le
degré moyen de vj est donc contrôlé et égal à mπj .

Soit une séquence v = (v1, . . . , vn) in [0, 1]n de paramètres. Dans le modèle HG(m,n, v), la famille de
variables aléatoires (χi,j(H))i=1..m,j=1..n forme une famille de variables aléatoires indépendantes telle que
pour tout (i, j), χi,j suit une loi de Bernoulli de paramètre vj .

Définition 5.7 HG(m,n, v) random model

Le troisième modèle que l’on considère est assez puissant pour capturer la complexité de données réelles, mais est
dans un sens plus simple, car toutes les colonnes ont le même comportement probabiliste.

Soit µ une mesure de probabilité sur [0, 1]. Dans le modèle HG(m,n, µ), la matrice d’incidence M(H) est
engendrée selon la procédure suivante :

1. Engendrer un vecteur aléatoire v = (v1, . . . , vn) où (v1, . . . , vn) forme une famille de variables aléatoires
i.i.d. de mesure de probabilité µ ;

2. Engendrer M(H) selon le modèleHG(m,n, v).

Définition 5.8 HG(m,n, µ) random model

Dans le modèleHG(m,n, µ), la distribution des degrés est contrôlée. L’objectif étant de décrire l’influence des degrés
sur le nombre de traverses minimales.

Ces modèles sont étroitement liés. Soit Prm,n,µ[H] la probabilité de tirer un hypergraphe dans HG(m,n, µ) et
Prm,n,v[H] la probabilité de tirer un hypergraphe dansHG(m,n, v)

Prm,n,µ[H] =
∫
[0,1]n

Prm,n,v[H]dµ⊗n(v) (5.1)

avec µ⊗n la mesure produit µ⊗· · ·⊗µ (n fois). De plus, si on considère la mesure de Dirac µ = δp, alorsHG(m,n, δp) est
exactement le modèleHG(m,n, p). Notons que, dans ce chapitre, les résultats présentés ne concernent que les modèles
HG(m,n, p) etHG(m,n, v). En revanche, les contours de travaux futurs autour deHG(m,n, µ) sont dessinés.

1.1 Données réelles versus modèles

Une question essentielle à se poser après avoir défini ces modèles, est leur pertinence. En prenant des exemples issus
de la Frequent Itemset Mining Dataset Repository1, on obtient une réponse en demie teinte.

Les histogrammes suivants représentent respectivement le nombre d’hyperarêtes dans lesquelles apparaissent chaque
sommet et le nombre d’hyperarêtes d’une taille donnée. Dans la section 3.2, on définit les notions de sommets ubiquitaires,
c’est-à-dire présents dans presque toutes les hyperarêtes et les sommets rares, qui n’apparaissent que dans une proportion
faible d’hyperarêtes. On verra par la suite que ces sommets jouent un rôle important dans le comportement de l’algorithme
MT-Miner.

L’hypergraphe mushroom.dat est un hypergraphe dit k-uniforme : toutes les hyperarêtes sont de cardinal k = 23.
L’existence de ce type de données valide le choix de plusieurs études qui se sont concentrées sur les hypergraphes
k-uniformes [AM02], [DF10] et [Lel12]. Les modèles présentés dans cette section ne permettent pas de modéliser les
graphes k-uniformes.

L’hypergraphe pumsbstar.dat ne contient pas de sommets ubiquitaires mais contient principalement des sommets
rares.

L’hypergraphe accident.dat contient peu de sommets ubiquitaires et de nombreux sommets rares.

1http ://fimi.ua.ac.be/data/
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Fig. 5.3 : mushroom.dat (119 sommets, 8124 hyperarêtes)

Fig. 5.4 : pumsbstar.dat (7116 sommets, 49046 hyperarêtes)

Fig. 5.5 : accidents.dat (468 sommets, 340183 hyperarêtes)

Dans l’hypergraphe pumpstar.dat, tous les sommets sont rares. Dans les deux derniers hypergraphes, la taille des
hyperarêtes semble approximable par une loi normale.

Les modèles HG(m,n, v) et HG(m,n, µ) semblent donc suffisants pour capturer la complexité des trois derniers
hypergraphes, mais le modèleHG(m,n, p) est trop simpliste. Dans notre approche probabiliste, on verra en revanche
que les résultats obtenus sur le modèleHG(m,n, p) permettent d’en obtenir sur le modèleHG(m,n, v).

2 Algorithmes d’énumération des traverses minimales

Nous invitons le lecteur à regarder le chapitre 5 de la thèse de Mathias Hagen [Hag08], qui contient la description des
différents algorithmes. On se contente ici de présenter l’algorithme de Berge [Ber89], dont on donnera la complexité
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Fig. 5.6 : T10I4D100K.dat (999 sommets, 100000 hyperarêtes)

moyenne dans la section 4 et l’algorithme MT-Miner [HBC07], dont on donnera la complexité moyenne dans la section 3.

2.1 Algorithme de Berge [Ber89]

Soient deux hypergraphes H = (V, E) et H′ = (V ′, E ′) où E = {e1, · · · em} et E ′ = {e′1, · · · e′m′}. Il existe deux
notions d’“unions” différentes, à savoirH ∪H′ etH ∨H′ définies comme suit.

H ∪H′ = (V ∪ V ′, {e1, e2, · · · , em, e′1, e
′
2, · · · , e′m′})

H ∨H′ = (V ∪ V ′, {ei ∪ e′j | i = 1, 2, · · ·m, j = 1, 2, · · ·m′})

Berge utilise ces deux opérations pour décrire la décomposition suivante.

SoientH etH′ deux hypergraphes. On a

TrMin(H ∪H′) = min(Tr(H) ∨ Tr(H′))

où min est l’opération consistant à ne conserver que les hyperarêtes minimales par inclusion.

Proposition 5.1

Autrement dit, il est possible de construire l’hypergraphe transversal d’un hypergraphe H ∪ H′ dès lors qu’on
connaît les hypergraphes transversaux deH etH′. Berge utilise ensuite cette décomposition pour décrire un algorithme
incrémental, où l’on ajoute les hyperarêtes de l’hypergraphe initial une par une, créant ainsi m résultats intermédiaires.
Pour un hypergrapheH = (V,E = (H1, . . . , Hm)), on noteHi = (V,E = (H1, . . . , Hi)) l’hypergraphe composé des
m premières hyperarêtes.

Algorithme 8 : Algorithme de Berge
Entrées : un hypergrapheH = (V,E = (H1, . . . , Hm))
Sorties : l’ensemble des traverses minimales deH
Tr(H1)← (H1, {{v} | v ∈ H1}) ;
pour tous les i ∈ {2, . . . ,m} faire

Tr(Hi) = min(Tr(Hi−1) ∨ (Hi, {{v} | v ∈ Hi})) ;
retourner Tr(Hm) ;

Si cette description non détaillée de l’algorithme de Berge donne l’impression d’une grande simplicité, elle laisse
plusieurs questions ouvertes qu’il est impératif de résoudre au moment de l’implantation.

• L’algorithme, tel quel, est non-déterministe. L’ordre dans lequel les hyperarêtes sont considérées n’est pas précisé
et, si tout ordre est valide, le comportement de l’algorithme peut changer radicalement.

• la structure de données utilisée pour stocker les résultats intermédiairesResi n’étant pas précisée, le coût en temps
et en espace pour ne stocker que des ensembles minimaux par inclusion n’est pas clair.

Toutefois, Takata [Tak07] exhibe en 2007 une famille d’hypergraphes pour lesquels, quel que soit l’ordre utilisé, le
nombre de solutions intermédiaires obtenues à l’avant dernière opération est toujours super-polynomial dans la taille de
l’entrée et de la sortie. La complexité de l’algorithme de Berge est au moins par NΩ(log logN), où N est la taille de l’entrée
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plus celle de la sortie. L’année suivante, Boros et al. [BEM08] montrent que l’algorithme est polynomial dans les cas
suivants :

• le cardinal de toute hyperarête est bornée par une constante,
• ou le degré de tout sommet est borné par une constante,
• ou pour toute intersection de k hyperarêtes, la taille de l’ensemble obtenu est inférieure à r, où k et r sont des
constantes. Notons que lorsque k et r sont d’ordre log(n), on obtient une borne quasi-polynomiale.

Ils donnent également un algorithme permettant d’ordonner les hyperarêtes du graphe de telle sorte que l’algorithme de
Berge soit quasi-polynomial si l’hypergraphe est k-conforme (voir définition dans [Ber89], page 30, pour plus de détail).

Intéressons nous à présent à l’efficacité de l’algorithme. Pour chaque traverse minimale M ∈ Tr(Hi−1), l’algorithme
ajoute un sommet v ∈ Hi et vérifie la minimalité, ce qui peut être réalisé en temps Θ(|M | × i) (la traverses étant de
taille au plus i) et en espace Θ(|M |), en utilisant une table de hachage. Puisque |M | ≤ min{n, i}, le coût de l’algorithme
de Berge sur un hypergrapheH = (V, E), notée B(H), est compris dans l’intervalle suivant :

m∑
i=2

|Tr(Hi−1)| · |Hi| ≤ B(H) ≤
m∑
i=2

|Tr(Hi−1)| · |Hi| ·min{n, i} · i

Dans le modèle HG(m,n, v), on note Ev[Trm,n] le nombre moyen de traverses minimales d’un hypergraphe à m
hyperarêtes et n sommets et Ev[B(H)] la complexité moyenne de l’algorithme de Berge. On a :

m−1∑
i=1

Ev[Tri,n] ≤ Ev[B(H)] ≤ n ·m ·min{n,m}
m−1∑
i=1

Ev[Tri,n]

Soit cm,X la probabilité d’un ensembleX de cardinal ` d’être une traverse minimale dans un hypergraphe àm hyperarêtes.
On a :

Ev[Trm,n] =

min{n,m}∑
`=1

∑
X⊆{1,...,n}

|X|=`

cm,X

Dans le modèleHG(m,n, p), la formule se simplifie. Soit Ep[Trm,n] le nombre moyen de traverses minimales et cm,` la
probabilité pour un ensemble de cardinal ` d’être une traverse minimale. On a :

Ep[Trm,n] =

min{n,m}∑
`=1

(
n

`

)
cm,`

On peut à présent encadrer le coût moyen de l’algorithme de Berge :

m−1∑
i=1

Ep[Tri,n] =

m−1∑
i=1

min{n,m}∑
`=1

(
n

`

)
ci,` =

min{n,m}∑
`=1

(
n

`

)m−1∑
i=1

ci,`. (5.2)

On nomme somme cumulative, notée c̄m,`, la valeur c̄m,` =
∑m−1

i=1 ci,`. Afin d’évaluer la complexité de l’algorithme de
Berge, on s’intéressera donc à la somme suivante :

m−1∑
i=1

Ev[Tri,n] =

min{n,m}∑
`=1

(
n

`

)
c̄m,`

2.2 Algorithme de Hébert, Bretto et Crémillieux [HBC07]

L’algorithme de Hébert, Bretto et Crémillieux, également appelé MT-Miner (voir Algorithme 9), rappelle APrio-
ri [AS+94], un algorithme générique pour résoudre des problèmes d’énumérations. L’idée est d’engendrer l’ensemble des
solutions en effectuant un parcours en largeur d’un espace de candidats, de solutions potentielles. L’espace des candidats
est exactement l’ensemble des irredondants.
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Soit un hypergrapheH = (V,E). Un irredondant est un ensemble de sommets I ⊆ V telle que

∀i ∈ I, ∃H ∈ E, I ∩H = {i}

Si une traverse est irredondante alors elle est minimale.

Définition 5.9 Irredondant

Dans l’exemple 5.1, l’ensemble {2, 5} est irredondant mais ce n’est pas une traverse car il n’intersecte pas l’hyperarête
{1, 3, 4}.

Algorithme 9 : Algorithme de Hébert, Bretto et Crémillieux
Entrées : un hypergrapheH = (V,E)
Sorties : l’ensemble des traverses minimales deH
Res← {{v} | {v} est une traverse deH} ;
C1 ← {{v} | v ∈ V \Res} ;
j ← 1 ;
tant que Cj 6= ∅ faire

Cj+1 ← ∅ ;
pour tous les (V1, V2) ∈ Cj × Cj tel que |V1 ∩ V2| = j − 1 faire

Candidat← V1 ∪ V2 ;
si Candidat est irredondant alors

si Candidat est une traverse alors
Res← Res ∪ Candidat ;

sinon
Cj+1 ← Cj+1 ∪ Candidat ;

j ← j + 1 ;
retourner Res ;

La complexité de l’algorithme est bornée par le nombre de candidats à traiter, c’est à dire par le nombre d’irredondants,
multiplié par un polynôme (je reste flou à dessin, car le coût est dépendant de l’implantation). Si la boucle PourTout peut
paraître coûteuse, il est en réalité uniquement nécessaire de trouver les ensembles V1 et V2 de cardinal j partageant un
préfixe V de taille j− 1. Il est donc possible de représenter les candidats comme stockés dans un trie : les couples (V1, V2)
sont des feuilles partageant un même noeud parent. Il est possible de vérifier en temps au plus O(mj) si un candidat est
une traverse. De même, ajouter un candidat dans Res ou Cj+1 dépend bien sûr de l’implantation de l’algorithme, mais
peut se faire en temps linéaire dans la taille du Candidat si l’on utilise des tries.

Dans le pire des cas, l’algorithme n’est pas polynomial dans la taille de l’entrée et de la sortie, comme le montre
Thomas Hagen en utilisant les hypergraphes de Takata [Hag08]. Soit N la somme des tailles de l’entrée et de la sortie,
l’auteur obtient la borne inférieure NΩlog log(N) sur la complexité de l’algorithme.

2.3 Autres algorithmes (liste non exhaustive)

• [Dong et Li [DL05]] Il s’agit d’une amélioration de l’algorithme de Berge. L’idée est à chaque ajout d’une
hyperarête H , on reporte l’ensemble des solutions de l’itération précédente qui intersecte H dans l’ensemble des
nouvelle solutions. On termine ensuite l’itération en appliquant l’algorithme de Berge, mais en triant les solutions
restantes de l’itération précédente dans l’ordre croissant. On évite ainsi d’ajouter un ensemble dans les solutions
intermédiaires pour l’en retirer ensuite. L’algorithme est très efficace expérimentalement sur des hypergraphes
contenant peu d’hyperarêtes, lesquelles sont de petites tailles.

• [Bailey, Manoukian et Ramamohanarao [BMR03]] Il s’agit d’une autre approche incrémentale excepté que,
contrairement à l’algorithme de Berge, on ajoute les sommets au fur et à mesure et non les hyperarêtes. A noter que
l’algorithme utilise Dong et Li pour calculer des étapes intermédiaires sur des hypergraphes dont les hyperarêtes
sont ”petites”.

• [Kavvadias et Stravopoulos [KS05]] Cet algorithme parcours l’espace des solutions candidates en profondeur. Il
y a donc un gain d’espace car il n’est pas nécessaire de stocker l’ensemble des solutions intermédiaires. L’algorithme
utilise également une notion de sommets généralisés, correspondant aux sommets partageant le même voisinage.
Cela peut permettre de produire l’hypergraphe transversal sous une forme compressée.

• [Fredman et Khachiyan [FK96]] L’algorithme initial résout THD dans sa version en logique des propositions :
partant d’une formule CNF et d’une formule DNF, l’algorithme tente de produire un contre-exemple. L’algorithme,
assez technique, peut-être adapté pour résoudre THG : on part d’une formule complète et d’une formule vide, on
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appelle l’algorithme qui résout THD afin de produire un contre-exemple, qu’on ajoute dans la formule vide. On
recommence ainsi jusqu’à ce que la formule soit la duale de l’autre.

3 Approche probabiliste

Dans cette section, on étudie le nombre moyen de traverses, d’irredondants et enfin de traverses minimales, afin
d’obtenir des bornes sur la complexité moyenne que l’algorithmeMT-Miner dans les modèlesHG(m,n, p) etHG(m,n, v).
Dans le reste de la section on notera q = 1 − p dans le modèle HG(m,n, p), v = (p1, . . . , pn) et qi = 1 − pi dans le
modèleHG(m,n, v).

3.1 Le modèleHG(m,n, p)

Soit un ensemble X de sommets de cardinal j. Dans le modèle HG(m,n, p), la probabilité que celui-ci soit une
traverse est :

P(X est une traverse) = (1− qj)m

La Figure 5.7 résume l’ensemble des résultats obtenus grâce à l’étude de cette formule, que l’on détaille ensuite dans les
Lemmes 5.10, 5.11 et 5.12.

{1, . . . , n}

∅

logm+ ω(1)

logm− ω(1)

E[Tj ] = Θ(
(

n

j

)

)

E[Tj ] = o(
(

n

j

)

)

E[Tj ] ∼
(

n

j

)

σ[Tj ] = o(E[Tj ])

log mp

ln lnn

E[Tj ] = o(1)
log m

logm lnn

Fig. 5.7 : Cette figure représente le treillis booléen. Tj est l’ensemble des traverses de taille j et E[Tj ] l’espérance du
cardinal de cet ensemble. On compare cet espérance au nombre d’ensembles cardinal j. Pour j au dessus d’une certaine
taille, on obtient également des résultats sur l’écart-type.

Soit jmin = log 1
q

(
m

log 1
q
m lnn

)
. Dans le modèle HG(m,n, p), pour tout j < jmin, le nombre moyen de

traverses E[Tj ] tend vers 0.

Lemme 5.10 Nombre moyen de petites traverses
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Dans le modèle HG(m,n, p), on considère j de la forme

j = log 1
q
(m) + log 1

q
(x), avec x ∈]0,+∞[

1. si x = Θ(1), une proportion constante de tous les ensembles à j sommets est une traverse. On a
E[Tj ] ∼

(
n
j

)
e−

1
x

2. si x tend vers +∞, presque tout ensemble de taille j est une traverse. On a E[Tj ] ∼
(
n
j

)
(1− 1

x )

3. si x tend vers 0, avec x borné inférieurement par 1
m , alors presque aucun ensemble de taille j n’est une

traverse. On a E[Tj ] = o
((

n
j

))

Lemme 5.11 Nombre moyen de grandes traverses

Les preuves des deux Lemmes 5.10 et 5.11 n’utilisent pas de techniques particulières et sont relativement immédiates.
Pour le Lemme 5.11, il suffit de constater que la probabilité d’être un transversal est désormais égale à

(
1− 1

mx

)m
et d’étudier cette fonction pour les différentes valeurs de x. A noter que le cas 3 du Lemme 5.11 recouvre les cas du
Lemme 5.10. On entend par ”x borné inférieurement par 1

m ” que x = o(1) et x ≤ 1
m .

Nous nous sommes également intéressés à la variance et avons obtenu la formule suivante.

V(Tj) =

j∑
k=1

(
n

k, j − k, j − k

)
[(1− 2qj + q2j−k)m − (1− qj)2m]

Une étude de cette fonction nous a permis d’obtenir le résultat suivant.

Dans le modèle HG(m,n, p), l’écart-type du nombre de traverses de taille j, pour j > log 1
q

mp
lnn est

σ[Tj ] = O
(
E[Tj ]

lnn√
n

)
Lemme 5.12 Écart-type pour les grandes traverses

Un ensemble X est un irredondant si pour tout sommet i ∈ X , il existe une hyperarête H telle que X ∩H = {i}.
Pour X de cardinal j fixé, i fixé et H fixé, la probabilité d’un tel évènement est pqj−1. La probabilité qu’un tel i n’existe
pas est 1− jpqj−1. Si X est un irredondant, alors il existe un tuple (k1, . . . , kj) tel que ki est le nombre d’hyperarêtes H
tel que X ∩H = {i}. La probabilité d’être un irredondant est alors donné par la formule close suivante :∑

∀i≤j,ki≥1,k1+...+kj=`j≤`≤m

(
m

k1, . . . , kj

)
(pqj−1)`(1− jpqj−1)m−`

Le nombre moyen d’irredondants dans le modèle HG(m,n, p) est

O
(
(mn

p

q2
log 1

q
(
√
nm))

1
4 (log 1

q
(nm)−logq p log 1

q
(log 1

q
(
√
nm)))+1

)
Théorème 5.13 Nombre moyen d’irredondants

Il importe d’insister sur le fait que ce théorème donne une borne supérieure sur le nombre moyen d’irredondants. La
preuve utilise la majoration suivante du nombre moyen d’irredondants

f(j) =

(
n

j

)
m!

(m− j)!
(pqj−1)j

Cette fonction compte en réalité le nombre moyen d’ensembles X tel que pour chaque sommet i il existe au moins une
hyperarête telle que X ∩H = {i}. On étudie ensuite le ratio f(j+1)

f(j) afin d’obtenir la valeur j qui maximise f(j) et on
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obtient
j = d1

2
(log1/q(mn)− logq(p)− log1/q(log1/q(mn)))e

Le résultat énoncé par le théorème est donc l’évaluation de f(j) pour cette valeur, multiplié par n. Il est donc évident que
cette borne n’est pas fine. Elle permet en revanche d’obtenir le résultat suivant sur la complexité moyenne de l’algorithme
MT-Miner.

Dans le modèle HG(m,n, p), il existe une constante c telle que la complexité moyenne de l’algorithme
MT-Miner est bornée par

O
(
(mn

p

q2
log 1

q

√
nm)

1
4 (log 1

q
nm−logq p log 1

q
log 1

q

√
nm)+c

)

Théorème 5.14 Complexité moyenne de MT-Miner

On utilise d’ailleurs la même technique pour obtenir une borne supérieure sur le nombre moyen de traverses minimales
borné par la fonction

h(j) =

(
n

j

)
m!

(m− j)!
(pqj−1)j(1− qj)m−j = f(j)(1− qj)m−j

Nous avons donc ajouté à f(j) la probabilité que l’ensemble X intersecte les m− j hyperarêtes restantes. Notons donc
bien, qu’au moment de l’écriture de ce premier résultat, nous n’avions pas de formule close pour le nombre moyen de
traverses minimales.

Considérons le modèle aléatoire HG(m,n, p) avec m = βnα, β > 0 et α > 0. Il existe une constante positive
cα,β,p, telle que le nombre moyen de traverses minimales est :

O
(
n
d(α) log 1

q
(m)+cα,β,p ln(ln(m))

)
avec d(α) = 1 si α ≤ 1 et d(α) = (α+1)2

4α sinon.

Théorème 5.15 Nombre moyen de traverses minimales

La preuve consiste à étudier le ratio h(j+1)
h(j) en fonction de la valeur deα. Onmontre que

∑n
j=1 h(j) = O (h(j0) ln ln lnm),

où j0 = log 1
q
(m(1−α)

p ln(m) ) maximise h(j). Insistons sur le fait que j0 maximise h(j), soit une borne supérieure du nombre
moyen de traverses minimales de taille j et nombre le nombre moyen lui-même. Enfin, on relit le nombre de traverses
minimales au nombre de traverses d’une taille donnée.

Considérons ε avec 0 < ε < 1. Dans le modèle HG(m,n, p), le nombre MT de traverses minimales satisfait
l’inégalité suivante :

P(MT < εE[Tl]) = O
(

ln2 mn

(1− ε)2n

)
où Tl est l’ensemble des traverses de taille l = log 1

q
m− log 1

q
lnn+ log 1

q

p
q

Lemme 5.16

La probabilité énoncée par le Lemme 5.16 tend vers 0, on sait donc que presque sûrement, le nombre de traverses
minimales est supérieure au nombre de traverses annoncé. On obtient donc le résultat suivant.

Dans le modèle aléatoireHG(m,n, p), le nombremoyen de traverses minimales est presque sûrement supérieur
à

n
log 1

q
m+O(ln lnm)

Théorème 5.17 Nombre de traverses minimales
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3.2 Le modèleHG(m,n, v)

Ce modèle contenant un très grand nombre de paramètres, il est difficile d’obtenir des résultats avec l’approche
probabiliste sans s’imposer quelques restrictions. Dans cette première étude, nous avons choisi de partitionner l’ensemble
des sommets en 3 sous-ensembles :

• l’ensemble U des sommets ubiquitaires. Comme leur nom l’indique, ces sommets apparaissent dans presque toutes
les hyperarêtes. Soit x une constante. Pour tout sommet u ∈ U , on a qu < x

m avec qu = 1− pu.
• l’ensemble R des sommets rares, qui n’apparaissent que dans très peu d’hyperarêtes. Pour tous sommets r ∈ R, on
pose pr < 1− e−

1
ln n .

• l’ensemble O des autres sommets, tel que O = V \ (U ∪R).
Les lemmes suivants sont une conséquence du Théorème 5.13.

Dans le modèle HG(m,n, v), si l’ensemble des sommets est inclus dans O ∪ U , alors le nombre moyen
d’irredondants est

O
(
(mn ln

√
nm)

1
4 lnn(lnnm−2 ln lnn−ln ln

√
mn)
)

Lemme 5.18 Sommets abondants

Dans le modèle HG(m,n, v), si |R| = O((lnn)c), où c est une constante, alors le nombre d’irredondants est
quasi polynomial.

Lemme 5.19 Quand la rareté est chose rare

Dans le modèle HG(m,n, v), la probabilité d’avoir un nombre polynomial d’irredondants contenant des
sommets ubiquitaires tend vers 1.

Lemme 5.20 L’influence des sommets ubiquitaires

Les bornes supérieures obtenues sur les irredondants valant pour les traverses minimales, on obtient ainsi le théorème
suivant :

Dans le modèle HG(m,n, v), on note M le nombre de traverses minimales.
• Si |O ∪R| ≤ O(lnn), alors E[M ] est au plus polynomial.
• Si |R| = O(lnnc), où c est une constante, alors E[M ] est au plus quasi-polynomial.
• Si |R| = Θ(n), alors E[M ] est au plus exponentiel en |R|.

Théorème 5.21

L’ensemble des résultats obtenus via l’approche probabiliste nous éclaire sur plusieurs points quant à l’efficacité de
l’algorithme MT-Miner.

• Dans les modèlesHG(m,n, p) commeHG(m,n, v), il existes de nombreuses distributions pour lesquelles l’algo-
rithme est quasi-polynomial en moyenne dans la taille de l’entrée.

• Un paramètre d’importance capitale pour déterminer si l’algorithme va être ”efficace” (i.e. polynomial ou quasi-
polynomial) est la quantité de sommets rares. Pour reprendre les 4 exemples de la section 1.1, l’algorithmeMT-Miner
n’a pu terminer que sur le seul l’exemple mushroom.dat, c’est à dire le seul n’ayant presque pas de sommets rares.
Le calcul des autres exemples a été arrêté après un jour de calcul, saturé la RAM et un disque dur de 500 Go.

• Plus l’hypergraphe possède de sommets rares, plus Tr(H) sera grand.

4 Approche par la combinatoire analytique

Dans cette section, nous avons déployé de nombreux outils de combinatoire analytique pour tenter de résoudre le
problème. La Fig. 5.8 résume les différents résultats obtenus.
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Fig. 5.8 : Cette figure résume les techniques et représentation de la probabilité d’être une traverse minimale utilisées dans
cette section. Les différentes représentations ont des interprétations combinatoires distinctes.

4.1 Fonctions génératrices probabilistes

Pour obtenir la série génératrice, on utilise la méthode symbolique et l’argumentaire suivant. Pour qu’un ensemble
C = {c1, . . . , c`} ⊆ {1, . . . , n} de cardinal ` soit une traverse minimale, la matrice de l’hypergraphe associé doit être
décomposables en deux parties.

1. Une partie constituée d’au moins ` lignes, qui garantit que l’ensemble est un irredondant. Autrement dit, pour
chaque colonne ci ∈ C , il existe au moins une ligne qui contient un 1 à la colonne ci et uniquement des 0 sur les
`− 1 colonnes restantes de C .

2. Une partie constituée d’au plus n− ` lignes, qui garantit que l’ensemble est une traverse. Pour cela, chaque ligne
doit contenir au moins un 1 parmi les colonnes de C .

Soit un vecteur v = (v1, . . . , vn). On considère ` sommets de la matrice d’incidence M(H).
Soit l’ensemble des colonnes sélectionnées. On pose (p1, . . . , p`) = (vc1 , . . . , vc`) la restriction de v sur ces `

colonnes. La probabilité qu’une ligne de la matrice contienne uniquement des 0 sur ces ` colonnes est données par
z`(v) = (1− p1)(1− p2) · · · (1− p`) (on notera z` au lieu de z`(v) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté). La probabilité qu’une
ligne contienne exactement un 1, à la colonne i, parmi les ` colonnes est donnée par o`,i = pi

1−pi
z`. Enfin, la probabilité

qu’une ligne contienne au moins deux 1 est 1− z` −
∑`

i=1 o`,i. La p.g.f.d’un ensemble non-vide de lignes contenant
exactement un 1 à la colonne i est eo`,i·u − 1. Pour que l’ensemble C soit un irredondant, il faut que cet ensemble existe
pour chacun des ` sommets de C . Pour que l’ensemble C soit une traverse, l’ensemble des lignes restantes doit contenir
au moins deux 1. La p.g.f.associée est eo`,i·u − 1. En combinant ces séries et après une étape de simplification, on
obtient le lemme suivant.

Dans le modèleHG(m,n, µ), la fonction génératrice probabiliste d’un ensemble C de ` sommets d’être une
traverse minimale est :

S`(u) =

∫
[0,1]`

e(1−z`)·u
∏̀
i=1

(
1− e−o`,i·u

)
dµ⊗`(p1, . . . , p`)

Lemme 5.22

Un corollaire du Lemme 5.22 est que, dans le modèleHG(m,n, v), pour un vecteur v donnée, la fonction S`(u) est
simplifiée en

S`(u) = e(1−z`)·u
∏̀
i=1

(
1− e−o`,i·u

)
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Dans le modèleHG(m,n, p), tous les o`,i sont égaux et peuvent se noter o` = p(1− p)`−1. On obtient

S`(u) = e(1−z`)u
(
1− e−o`·u

)`
= e(1−(1−p)`)u

(
1− ep(1−p)`−1·u

)`
La probabilité qu’un ensemble de ` sommets soit une traverse minimale d’un hypergraphe àm arêtes est donc donnée

par m![um]S`(u), où [um]S`(u) représente le m-ème coefficient de la fonction S`(u). La fonction est holomorphe, donc
analytique.

La transformée de Borel permet de passer d’une série génératrice exponentielle S`(u) à une série génératrice ordinaire
Ŝ`(u). La transformée est définie comme suit :

Ŝ`(u) =

∫ ∞

0

S`(tu)e
−tdt

En appliquant la transformée de Borel sur notre série génératrice exponentielle, on obtient le résultat suivant :

Ŝ`(u) = u`

∏̀
j=1

o`,j

 `!
∏̀
i=1

1

1− u(1− z` − io`)

Cette série a une interprétation combinatoire différente de la précédente. Rappelons que chaque variable u marque
une ligne dans la matrice. Les u`

∏`
j=1 o`,j marquent les ` lignes qui contiennent exactement un 1. Le `! permettant de

choisir l’ordre dans lequel ces lignes apparaissent. Appelons ces lignes séparatrices. Elles garantissent la propriété de
minimalité, ou autrement dit, que l’ensemble est un irredondant. Après que la i-ème séparatrice ait été ajoutée dans
la matrice et jusqu’à ce que la prochaine séparatrice soit ajoutée, chaque ligne ne peut contenir que des zéros et ne
peut contenir exactement un 1 dans l’une des i positions restantes. Cette probabilité est donnée par (1− z` − io`). Une
séquence, ou un bloc, de ces lignes est donnée par le quasi-inverse 1

1−u(1−z`−io`)
. En réunissant les différents blocs

entre chaque séparateur, on obtient le produit. Notons que dans le modèle HG(m,n, p), la fonction se simplifie en :
Ŝ`(u) = u`o```!

∏`
i=1

1
1−u(1−z`−io`)

.

4.2 Le cycle de Poisson-Mellin-Newton

On montre ici comment il est possible, en utilisant le cycle de Poisson-Mellin-Newton, de relier l’approche de la
combinatoire analytique à l’approche probabiliste. Cette méthode est décrite dans [FS95] (page 21).

On se restreint au modèleHG(m,n, p). On rappelle la série génératrice exponentielle

S`(u) = e(1−(1−p)`)u
(
1− e−p(1−p)`−1u

)`
Soit la série génératrice de Poisson Pl(u) = e−uSl(u). En appliquant à cette série une transformée de Mellin, on

obtient

Ml(s) =
l∑

k=0

(−1)l−k

(
l

k

)
Γ(s)

(1− p)(l−1)s(1− p+ lp− kp)s

Les coefficients de la série génératrice d’origine sont ensuite donné par l’intégrale de Nørlund-Rice suivante :

cm,l =
1

2πi

∫
Λ

Γ(m+ 1)

Γ(m+ s+ 1)
Ml(s)ds

Après plus étapes de simplification on obtient :

m∑
i=`

(
m

i

)
l!

{
i

l

}
(1− (1− p)l − l · p(1− p)l−1)m−i · (p(1− p)l−1)i)

Cette formule nous permet d’obtenir une nouvelle interprétation combinatoire. Soit un ensemble de cardinal `, sa
probabilité d’être une traverse minimale d’un hypergraphe à m hyperarêtes est donnée par :

• il existe au moins ` lignes qui contiennent exactement un 1, un par sommet. Si l’on suppose qu’il existe i de cette
sorte, alors il existe

(
m
i

)
façon de choisir ces lignes.

• les i lignes sont ensuite distribuées parmi les ` sommets. Il s’agit d’une composition d’ensemble de {1, . . . , i} en `
sous-ensembles. Il en existe l!

{
i
l

}
, où

{
i
l

}
sont les nombres de Stirling de seconde espèce.

• La probabilité que chacune des i lignes contienne exactement un 1 est (p(1− p)l−1)i.
• La probabilité que le reste des m− i lignes contienne au moins deux 1 est (1− (1− p)l − l · p(1− p)l−1)m−i.
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Nous n’étions pas parvenus à obtenir cette formule lors de notre étude probabiliste du problème. Il est donc amusant de
parvenir à l’obtenir alors que tentions une approche via la combinatoire analytique.

4.3 Résultats principaux

Considérons ε avec 0 < ε < 1. Dans le modèle HG(m,n, v), la probabilité qu’un ensemble X de cardinal `
soit une traverse minimale, notée cm,X , est :

cm,X =


(1− z`)

m
(
1 +O( logm

m1−ε )
)

pour mz` ≥ mε,(
m
`

)
`!(
∏`

i=1 o`,i)
(
1 +O( logm

m1−ε )
)

pour mz` ≤ m−ε,

mm

em
S`(r)
rm

(
1 +O

(
m−1/3 + l

m

))
pour m−ε ≤ mz` ≤ mε

Théorème 5.23

Les résultats de ce théorème utilisent les deux séries génératrices. Pour mz` ≥ mε et mz` ≤ m−ε, les résultats sont
obtenus via la série génératrice ordinaire Ŝ`(u) et la formule de Cauchy. Pour m−ε ≤ mz` ≤ mε, le résultat est obtenu
en utilisant la méthode du col sur la série génératrice exponentielle S`(u). Ici, r ∼ m

1−z`
représente le point de col.

En se restreignant au modèle HG(m,n, p) et en utilisant une fois de plus q = 1− p, on obtient le corollaire suivant.

Dans le modèle HG(m,n, p), la probabilité qu’un ensemble de cardinal ` soit une traverse minimale, notée
cm,` est :

cm,` =


(1− z`)

m
(
1 +O( logm

m1−ε )
)

pour ` ≤ log 1
q
m1−ε,(

m
`

)
o```!

(
1 +O( logm

m1−ε )
)

pour ` ≥ log 1
q
m1+ε,

e−mz`(1− e−o`r)`
(
1 +O( 1

m1−2ε )
)

pour log 1
q
m1−ε ≤ ` ≤ log 1

q
m1+ε,

Corollaire 5.24

Pour la somme cumulative, on obtient les résultats suivants à l’aide de la série génératrice ordinaire.

Dans le modèleHG(m,n, p), on a

c̄m,` =


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q

p
)

`!

Γ( qp + `+ 1)

1

o`

(
1 +O(

logm
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)
o```!
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)
pour ` ≥ log 1

q
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et pour log 1
q
m1−ε ≤ ` ≤ log 1

q
m1+ε

`!o``

(
j0
`

)
(1− z` − `o`)

j0−` ≤ c̄m,` ≤ (m− `)`!o``

(
j1
`

)
(1− z`)

j1−`

avec j0 = min
(
m,

⌊
`

z` + `o`

⌋)
, j1 = min

(
m,

⌊
`

z`

⌋)
.

Proposition 5.2

La méthode utilisée pour obtenir les deux premières asymptotiques est similaires à celle utilisée pour extraire les
coefficients . La preuve de la dernière inégalité nécessite d’encadrer c̄m,` =

∑m−1
i=1 ci,` en identifiant le i pour lequel ci,`

est maximale.



56 CHAPITRE 5. ANALYSE EN MOYENNE SUR LES HYPERGRAPHES

Soit av(n,m, `) le nombre moyen de traverses minimales de taille ` dans le modèleHG(m,n, p). On a :

min{m,n}∑
`=1

av(n,m, `) =

min{m,n}∑
`=1

(
n

`

)
m![um]S`(u) =

min{m,n}∑
`=1

(
n

`

)
cm,`

On obtient les asymptotiques lorsque m est plus grand que n, pour des raisons purement techniques.

Dans le modèleHG(m,n, p), on suppose qu’il existe une constante 0 < α < 1 telle que n = mα. Le nombre
moyen de traverses minimales est asymptotiquement équivalent à :

av(n,m, bjc) + av(n,m, bj + 1c) + av(n,m, bj + 2c)

avec j = log 1
1−p (

mp
κ ) +1, où κ est l’unique solution de l’équation α+ log 1

1−p
( 1−e−(1−p)κ

1−e−κ ) = 0

Proposition 5.3

On remarque que, supposer que m > n et α < 1 est cohérent avec les observations que nous avons effectuées dans
les hypergraphes du Frequent Itemset Mining Dataset Repository.

L’asymptotique est donc concentrée autour de 3 positions. On montre tout d’abord que av(n,m, bj+1c) est maximale
en étudiant le ratio de deux éléments consécutifs. Ce ratio décroît et est proche de 1 lorsque ` est proche de j. De plus, il
tend vers 0 lorsque ` > j + 1 et vers l’infini lorsque ` < j − 1, ce qui implique que les autres éléments sont négligeables.

En utilisant la Proposition 5.2, on considère la décomposition suivante :

m−1∑
i=1

Ev[Tri,n] =

log 1
q
m1−ε∑

`=1

(
n

`

)
c̄m,` +

log 1
q
m1+ε∑

`=log 1
q
m1−ε

(
n

`

)
c̄m,` +

min{n,m}∑
`=log 1

q
m1+ε

(
n

`

)
c̄m,`

En démontrant que la première et la troisième somme sont équivalentes au premier et au dernier terme de la seconde
somme, on conclut que la seconde somme est la seule qui compte asymptotiquement. On obtient ensuite une borne
supérieure de la complexité en identifiant le ` qui maximise le coefficient c̄m,`. La condition sur α est principalement
technique.

Dans le modèleHG(m,n, p), on suppose qu’il existe une constante 1− p
ln( 1

1−p )
< α < 1 telle que n = mα.

La complexité moyenne de l’algorithme de Berge est

Ep[B(H)] = O
(
n`+2m4 log 1

q
(m)(1− α)`

1

m
1−α
p

)
avec ` = log 1

q
(m)− log 1

q
(lnm)− log 1

q
( 1−α

p ) + o(1).

Théorème 5.25

Notons qu’une borne supérieure plus précise pourrait être obtenue : un ratio ln(m)`−1

l! a été majoré par m afin
d’améliorer la lisibilité du résultat. En effet, on peut voir que le terme dominant est quasi-polynomial en n. En utilisant la
Proposition 5.3, on peut démontrer que le nombre de solutions calculées par l’algorithme de Berge est quasi-polynomial.
On obtient donc le résultat suivant.

Dans le modèleHG(m,n, p), on suppose qu’il existe une constante 1− p
ln( 1

1−p )
< α < 1 telle que n = mα. La

complexité moyenne de l’algorithme de Berge est quasi-linéaire dans la taille de sa sortie.

Corollaire 5.26

Dans nos perspectives, nous souhaitons obtenir le nombre moyen de traverses minimales et la complexité moyenne
de l’algorithme de Berge dans le modèleHG(m,n, µ) en considérant les mesures suivantes :

• la distribution uniforme entre deux valeurs a et b, c’est à dire µ = U[a,b],
• une mesure qui combine deux mesures de Dirac,
• la mesure de Dirac, lorsque la probabilité p est proche de 0.
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Notons que, dans le modèle HG(m,n, p), soit dans le cas de la mesure de Dirac, nous prétendons pouvoir extraire le
nombre moyen de traverses minimales lorsque m < n. En revanche, pour des raisons purement techniques, nous ne
savons pas traiter le cas où n = m. Nos résultats pourraient s’appliquer à d’autres algorithmes mentionnés précédemment,
comme celui de Dong et Li. Notamment, afin de mieux comprendre pourquoi l’algorithme de Berge est plus efficace en
pratique, que celui de Fredman and Khachiyan [FK96], il conviendrait d’analyser cet algorithme en moyenne selon nos
différents modèles. Enfin, dans un article récemment déposé sur arxiv [Mar24], Arnaud Mary affirme avoir obtenu un
algorithme d’énumération des traverses minimales dont la complexité est bornée par Nvc, où vc est la dimension VC
de l’hypergraphe. Ce résultat généralise la plupart des cas polynomiaux connus, puisque ces derniers considèrent des
classes d’hypergraphes où la dimension VC est bornée par une constante. Dans le cas général, la dimension VC est au
plus logarithmique. Cet algorithme pourrait donc détrôner celui de Fredman and Khachiyan, devenant l’algorithme le
plus efficace dans le pire des cas. Il serait donc très intéressant d’étudier la dimension VC des hypergraphes aléatoires,
afin d’en déduire la complexité moyenne de son algorithme.
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Article(s) associé(s). • Julien David, Izabell Izkandar, A Study of the Influence of the Entropy on the Behaviour of
String Matching Algorithms, soumis à ISAAC 2024.

Izabell Izkandar a effectué avec moi un stage de 2 mois alors qu’elle était en dernière année de Licence.

Ce chapitre peut être vu comme la suite du chapitre 3. Les ensembles de distributions considérés y sont donc finis.
On développe ici l’idée de faire de l’analyse d’algorithmes en moyenne pour des distributions de probabilités qui ne sont
pas nécessairement la distribution uniforme. Supposons que l’on souhaite étudier l’influence d’un paramètre t sur le
comportement moyen d’un algorithme. Soit Dk,t un ensemble fini de distributions à k évènements (ici k représente la
taille de l’alphabet sur lequel les mots seront définis) dont l’image par une fonction donnée est égale à t (voir Définition 3.9
dans le chapitre 3 pour plus de précision). Un mot aléatoire est ici produit par une source sans mémoire telle que chaque
lettre est tirée aléatoirement selon une distribution π ∈ Dk,t. Soit Dn,k,t l’ensemble des distributions possibles sur les
mots aléatoires de taille n définis sur un alphabet de taille k. Dn,k,t est l’ensemble des distributions produits :

{π⊗n | π ∈ Dk,t}

Pour simplifier la notation, on utilisera Dn,t au lieu de Dn,k,t.
La complexité moyenne que l’on souhaite calculer est la suivante :

1

|Dn,t|
∑

π∈Dn,t

CoutMoyen(π)

Plus un paramètre est important, plus la variance de CoutMoyen est proche de 0 surDn,t. On verra dans ce chapitre que
l’on peut même trouver des paramètres tels que ∀σ, π ∈ Dn,t, on a CoutMoyen(π) = CoutMoyen(σ). On a alors un
paramètre déterminant permettant de comprendre le comportement d’un algorithme et il suffit d’étudier CoutMoyen(π)
pour n’importe quel π ∈ Dn,t.

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux algorithmes de recherche de motifs dans du texte, plus précisément à la notion
de facteur.

Soient les mots u et v définis sur un alphabet Σ, de longueurs respectives m et n. On dit que u est un facteur
de v si

∃i ∈ [n−m+ 1],∀j ∈ [m], uj = vi+j−1

Définition 6.1

Les algorithmes de recherche de facteurs représentent un domaine de recherche actif depuis cinquante ans. Dans [FL10],
Thierry Lecroq et Simone Faro analysent expérimentalement 85 algorithmes (le nombre d’algorithmes existants a
augmenté depuis) qui comptent le nombre d’occurrences d’un facteur de longueurm dans un texte de longueur n. D’après
Thierry Lecroq, le nombre d’algorithmes a aujourd’hui dépassé la centaine. Les auteurs fournissent une cartographie
des performances des meilleurs algorithmes, en fonction de la taille du motif ou de l’alphabet. Ils utilisent pour leurs
expériences des générateurs aléatoires uniformes, des séquences de génomes ou de protéines, ainsi que des textes en
langages naturels. Récemment, différents travaux se sont concentrés sur des méthodes pour comparer l’efficacité des
algorithmes [DT17 ; Did19]. Les résultats présentés dans ce chapitre se démarquent de ces résultats et présentent un
nouveau point de vue en utilisant le générateur du Chapitre 3.

Comme il est montré dans [THG16], l’algorithme dit ”naïf” (voir ci-dessous), implanté avec des instructions SIMD,
demeure efficace. Approfondir l’analyse de cet algorithme n’a donc rien d’anachronique.

Dans ce chapitre, on considère qu’une chaîne aléatoire est une séquence de variables indépendantes (issues d’un
alphabet à k lettres), distribuées selon une distribution d’entropie (de Shannon ou de collision) fixée t. Notons que, lorsque
l’entropie est maximale, la probabilité de tirer une lettre est égale à 1

k : on obtient un générateur aléatoire uniforme pour
un alphabet à k lettres. Plus l’entropie est faible, plus certaines lettres auront une probabilité plus élevée d’apparaître que
d’autres. Dans les études qui sont présentées, le texte et le motif sont tous deux aléatoires. Ils peuvent avoir été engendrés
par la même source, ou potentiellement par deux sources de même entropie, selon le résultat énoncé.

La section 1 présente l’algorithme naïf de recherche de séquence. On présente des résultats expérimentaux sur
l’algorithme naïf dans la sous-section 1.1, obtenus à l’aide du générateur du chapitre 3. Les deux sous-sections suivantes
présentent des résultats théoriques sur la complexité moyenne de l’algorithme naïf, exprimée en fonction de l’entropie de
Shannon et de l’entropie de collision de la distribution sur les entrées de l’algorithme. On en déduit que l’entropie de
collision est un paramètre déterminant, qu’il convient de considérer pour la suite de l’analyse. On montre ensuite que les
erreurs de prédictions de branchement jouent un rôle dans l’efficacité de l’algorithme naïf et on étudie l’évolution de
ces dernières en fonction de l’entropie de collision. La section 2 se concentre sur d’autres algorithmes de recherche de
séquence et vise à montrer via des résultats expérimentaux et théoriques que l’entropie de collision reste un paramètre
déterminant.
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1 L’algorithme naïf

Algorithme 10 : Algorithme Naïf
Entrées : Un texte v de longueur n, un mot u de longueur m
Sorties : Nombre d’occurrences de u dans v
occ← 0 ;
pour i ∈ {1, · · · , n−m+ 1} faire

j ← 1 ;
tant que vi+j−1 = uj and j ≤ m faire

j ← j + 1 ;
si j = m+ 1 alors

occ← occ+ 1 ;
retourner occ

Fig. 6.1 : L’algorithme naïf de recherche de séquence

L’algorithme naïf de recherche de séquence a une complexité de Θ(nm) dans le pire des cas, Θ(n) dans le meilleur,
avec une constante égale à 1, et Θ(n) en moyenne lorsque la distribution uniforme est considérée, avec une constante
égale à k

k−1 . La complexité en temps est liée au nombre de comparaisons entre les lettres du motif et celle du texte.
La complexité moyenne de l’algorithme naïf est évaluée selon le nombre de comparaisons effectuées dans sa boucle

while. L’algorithme reste dans cette boucle tant qu’une comparaison négative n’a pas été effectuée, c’est à dire tant que
vi+j−1 est égal à uj , ou tant que m comparaisons positives n’ont pas été effectuées.

La complexité moyenne de l’algorithme est donc donnée par la formule suivante :

n−m+1∑
i=1

1 +

m−1∑
j=1

j∏
`=1

P(vi+`−1 = u`)


Si le texte et le motif sont engendrés par la même source et selon la distribution π, la probabilité d’avoir une comparaison
positive est égale à

∑
i∈{1,...,n} π

2
i . On obtient donc la formule suivante.

(n−m+ 1)

1 +

m−1∑
j=1

(
k∑

i=1

π2
i

)j


Dans l’expérience suivante, on mesure le nombre moyen de comparaisons effectuées par l’algorithme naïf sur des
entrées engendrées aléatoirement à l’aide des générateurs décris dans le chapitre 3.

1.1 Benchmarks

Précisons tout d’abord que, dans ce chapitre, pour tous les résultats expérimentaux qui sont présentés, chaque point
de chaque courbe a été calculé en faisant une moyenne sur 10 000 valeurs. L’alphabet sur lequel on

Affirmer que l’entropie est un paramètre majeur pour les algorithmes de recherche de séquence ne surprendra pas les
spécialistes du domaine. En revanche, savoir comment l’entropie influence l’efficacité (c’est à dire effectuer une analyse
théorique de cette question), obtenir une fonction continue qui prend en entrée l’entropie à la taille de l’entrée et renvoie
le coût moyen d’un algorithme pour ces deux paramètres (à savoir CoutParametre(t, n) comme défini dans l’interlude),
n’a encore jamais été fait. Dans un premier temps l’entropie que j’avais considérée dans les expériences était l’entropie
de Shannon. Le générateur aléatoire conçu dans le Chapitre 3 se révélant capable de gérer l’entropie de collision, j’ai
ensuite opté pour ce paramètre, bien plus efficace pour l’analyse des algorithmes de recherche de séquence.

La complexité moyenne dans le cas uniforme est déjà un bon estimateur du comportement de l’algorithme naïf sur
des données réelles. Si ce résultat est bien connu et fait partie du folklore, on peut tout de même le vérifier ici. Dans la
figure 6.3, on peut notamment voir que, si l’on utilise la distribution uniforme, le taux d’erreur de prédiction du nombre
de comparaisons effectuées est au plus de 3% parmi les 4 exemples représentés.

Dans la Fig. 6.3, on mesure l’entropie t de 4 données réelles, puis on effectue les deux expériences suivantes, en
faisant varier la taille du texte n et en fixant m = 100 :
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Fig. 6.2 : Évolution de la complexité moyenne de l’algorithme naïf sous des distributions aléatoires dont l’entropie de
Shannon (à gauche) et l’entropie de collision (à droite) ont été fixées. Ici, le texte est de longueur 1000, le motif de longueur
50 et ils partagent la même distribution de probabilité. Comme on peut le voir, dans les deux cas, la complexité pire cas
est atteinte lorsque les entropies sont proches de 0. La complexité moyenne dans le cas uniforme est atteinte lorsque
les entropies sont maximales. Les deux fonctions sont donc intéressantes, selon la définition 4.19 de l’interlude. Dans
le cas de l’entropie de Shannon, le coût moyen augmente également avec la taille de l’alphabet. L’entropie de collision
détermine totalement le coût moyen, c’est une fonction déterminante.

1. on extrait aléatoirement un texte de taille n et un motif de m du texte d’origine.
2. on engendre aléatoirement un texte de taille n et un motif de m d’entropie t (ou selon la distribution uniforme,

selon la courbe).
Puis dans les deux cas, on mesure le nombre de comparaisons effectuées par l’algorithme naïf pour ce texte et ce motif.
On calcule ensuite la différence entre ces des valeurs, que l’on divise par n×m. On appelle cette valeur le taux d’erreur de
prédiction. Les courbes de la Fig. 6.3 représentent les taux moyen d’erreurs de prédiction, où 10, 000 valeurs on été tirées
pour chaque point de la courbe. Comme on peut le voir, les données réelles ont généralement une entropie ”suffisamment”
élevée. Les prédictions obtenus en supposant que la distribution considérée est la distribution uniforme sont meilleures
lorsque l’entropie est proche du maximum. La figure montre que, si l’on considère l’entropie des textes, il est possible
d’obtenir de meilleures prédictions du nombre moyen de comparaisons effectuées.

Dans la Fig. 6.3, pour le chromosome 21, les deux prédictions qui utilisent l’entropie donnent un meilleur résultat
que celle donnée par la distribution uniforme. Dans le cas des langages naturels, l’entropie de Shannon ne semble pas
être un bon paramètre, car la prédiction est moins bonne que celle de la distribution uniforme. En revanche, l’entropie de
collision donne toujours un meilleur résultat. Dans le cas de la bactérie, les deux distributions sont très proches de leur
valeur maximale, ce qui signifie que les distributions associées sont proches de l’uniforme. Les trois prédictions sont
équivalentes et bien plus précises que dans les autres cas.

1.2 Entropie de Shannon

Le théorème suivant se concentre sur la complexité moyenne de l’algorithme naïf lorsque la taille de l’alphabet est
égale à 2. Soit π = (x, 1−x) une distribution telle que l’entropie de ShannonH(π) est égale à une cible t, alors (1−x, x)
est la seule autre distribution telle que H(1 − x, x) = t. C’est donc un cas particulier pour lequel on peut obtenir le
résultat suivant.

Supposons que k = 2 et que le texte et le motif ont été engendrés par des sources d’entropie de Shannon
commune t, alors la complexité moyenne de l’algorithme naïf appliqué sur un texte de longueur n et un motif
de longueur m est

(n−m+ 1)

(
1 +

yt − ymt
2(1− yt)

+
1− yt − (1− yt)

m

2yt

)
où yt = ie(t)2 + (1− ie(t))2 avec ie, pour ”inversed entropy”, solution de l’équation H(x, 1− x)− t = 0.

Théorème 6.2

Dans le cas général, lorsque k ≥ 2, une formule close peut-être obtenue dans le cas où le texte et le motif partagent la
même distribution.

(n−m+ 1)

1 +
1

|Dn,t|
∑

π∈Dn,t

m−1∑
j=1

(
k∑

i=1

π2
i

)j

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Chromosome 21 (k = 4)
Shannon Entropy : 1.9575
Collision Entropy : 1.91818

Hamlet (k = 88)
Shannon Entropy : 4.39142
Collision Entropy : 4.23783

Tout du monde en 80 jours (k = 78)
Shannon Entropy : 4.34095
Collision Entropy : 3.93015

Ecoli (k = 4)
Shannon Entropy : 1.99982
Collision Entropy : 1.99964

Fig. 6.3 : Nous avons effectué une expérience sur 4 textes : un chromosome 21 (k = 4), une bactérie ”Ecoli” (k = 4),
”Hamlet” de Shakespeare (version Anglaise), et ”Le tour du monde en 80 jours” par Jules Vernes (version Française). Des
générateurs aléatoires de distributions à entropie de Shannon et entropie de collision fixées ont également été utilisés,
en prenant comme paramètre les entropies mesurées sur les différents textes. Ces figures comparent les différences
normalisées d’erreurs de prédiction du nombre de comparaisons effectuées par l’algorithme naïf, c’est à dire la différence
normalisée entre le nombre moyen de comparaisons effectuées en utilisant des textes et des motifs aléatoires avec nos
générateurs et le nombre moyen de comparaisons effectuées sur les données réelles.

Il est difficile de simplifier ces formules pour en extraire des asymptotiques dans le cas général. C’est en partie dû au
fait que l’entropie de Shannon, bien qu’elle soit une fonction intéressante, n’est pas une fonction déterminante pour
l’algorithme naïf.

1.3 Entropie de collision

Pour une entropie de collision t on a Pπ(comparaison positive) = 2−t, ce qui nous permet d’obtenir le résultat
suivant.

Supposons que k ≥ 2 et que le texte et le motif ont été engendrés par une même source d’entropie de collision
t, alors la complexité moyenne de l’algorithme naïf appliqué sur un texte de longueur n et un motif de longueur
m est

(n−m+ 1)
1− 2−t×m

1− 2−t

Théorème 6.3

1.4 Temps d’exécution et erreurs de prédictions de branchement

Comme on peut le voir dans la Fig. 6.4, le temps d’exécution de l’algorithme naïf décroît lorsque t < 0.4, puis
augmente doucement pour t ∈ [0.4, 1], puis décroît de nouveau. Il n’est donc pas totalement déterminé par le nombre de
comparaisons. La différence entre le temps d’exécution observé et le nombre moyen de comparaisons effectué s’explique
par les erreurs de prédictions de branchement. L’idée est que le processeur tente de prédire dynamiquement l’issue de
chaque test effectué par un programme en fonction des résultats des tests précédents et en utilisant une faible quantité
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Fig. 6.4 : La figure de gauche représente le temps d’exécution, en secondes, de l’algorithme naïf sur un texte de longueur
1000, un motif de longueur 50 et un alphabet de taille k ∈ {2, 3, 4}. La figure de droite montre le nombre d’erreurs de
prédictions de branchements moyen effectués lors de l’exécution de l’algorithme.

de mémoire afin de charger le pipeline du processeur avec les instructions qu’il juge le plus probable. Une erreur de
prédiction implique de laisser le pipeline du processeur se vider sans enregistrer les résultats des opérations qui n’auraient
pas du y être chargées. Plus le pipeline est long, plus cette opération peut être coûteuse en temps.

En utilisant des résultats de [MNW14], on obtient des résultats théoriques sur le nombre moyen d’erreurs de
prédictions de branchement de l’algorithme naïf. Un prédicteur dynamique et local à k-bit peut être vu comme une chaîne
de Markov à 2k états, associée à chaque condition du programme, où chaque état indique une prédiction du prochain
résultat de ladite condition, en se basant sur les k derniers résultats obtenus.

Dans [MNW14] et [ANP16], les auteurs considèrent différents modèles théoriques de prédicteurs : 1-bit, 2-bit
saturating-counter, 2-bit flip-on-consecutive, 3-bit saturating-counter. Ils étudient le nombre moyen d’erreurs de prédic-
tions de branchement dans des algorithmes tels que Quicksort, Quickselect, l’exponentiation et [ANP16] parviennent
même à améliorer l’efficacité de Quickselect et de l’exponentiation rapide en réduisant le nombre d’erreurs de prédiction.
Nous invitons les personnes désireuses d’en savoir plus sur les prédicteurs de consulter les articles précédemment cités.
En particulier, dans [MNW14], les auteurs montrent que, si l’on suppose qu’une condition est vraie avec probabilité p,
alors la probabilité d’obtenir une erreur de prédiction de branchement est donnée par les formules suivantes, en fonction
du prédicteur local :

1bit(p) = 2p(1− p) 2bit_sc(p) = p(1−p)
1−2p(1−p)

2bit_flip(p) = 2p2(1−p)2+p(1−p)
1−p(1−p) 3bit_sc(p) = p(1−p)(1−3p(1−p)

1−2p(1−p)(2−p(1−p)

L’algorithme naïf utilise deux conditions pour lesquelles le processeur peut produire un nombre pertinent d’erreurs
de prédictions :

1. la condition j = m+ 1 à la fin de la boucle for
2. la condition de la boucle while
Dans la conjecture suivant, la fonction pred peut être remplacée par l’une des fonctions mentionnées précédemment

dans l’ensemble {1bit, 2bit_sc, 2bit_flip, 3bit_sc}.

Supposons que le texte et le motif soit engendrés par une même source d’entropie de collision t, sur un alphabet
à k lettres, avec k ≥ 2, alors le nombre moyen d’erreurs de prédictions de branchements de

• la condition j = m+ 1 est (n−m+ 1)pred(2−tm)
• la boucle while est supérieur à (n−m+ 1)pred(2−t)

Conjecture 6.1

Le nombre moyen d’erreurs donné pour la boucle while est bien une borne inférieure. Il correspond aux erreurs
obtenues lorsque l’on tente de rentrer pour la première fois dans la boucle. Comme on peut le voir dans la Fig. 6.5, cette
approximation grossière donne néanmoins des résultats satisfaisants. En revanche, le fait de le pas considérer tous les
tests effectués par la boucle while empêche d’utiliser directement les résultats de [MNW14]. En effet, ceux-ci supposent
que les prédicteurs, que l’on peut voir comme des chaînes de Markov, ont déjà atteint la distribution stationnaire. Même
si les résultats expérimentaux tendent à dire que la borne inférieure sur la boucle while semble correcte, la chaîne de
Markov est en réalité plus complexe que celle décrite par les prédicteurs de [MNW14] et il reste à démontrer qu’elle
converge bien vers une distribution stationnaire.

La Fig. 6.5 montre le nombre moyen d’erreurs de prédictions selon les 4 différents modèles de prédicteurs. La différence
avec les résultats observés dans la Fig. 6.4 s’explique par le fait que les processeurs disposent en réalité d’informations
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Fig. 6.5 : Dans cette figure, la première partie de la courbe,
lorsque t < 0.2, correspond à l’estimation théorique du
nombre d’erreurs de prédiction sur la condition j = m+ 1.
Comme on peut le voir, ce résultat surestime celui obser-
vé en pratique mais le comportement reste similaire. La
seconde partie de la courbe, lorsque t > 0.2, correspond
aux erreurs de prédictions de la boucle while. Il s’agit d’une
sous-estimation des valeurs observées mais le comporte-
ment est de nouveau assez similaire : le nombre d’erreurs
croît jusqu’à t = 1 puis commence à décroître.

supplémentaires pour faire de la prédiction, comme les prédicteurs globaux qui permettent d’établir des corrélations entre
les branchements. Cela pourrait expliquer pourquoi le nombre d’erreurs de la condition j = m+1 est une surestimation :
le processeur parvient à mieux prédire le résultat de cette condition grâce aux résultats précédents obtenus sur la boucle
while.

2 Étude expérimentale d’autres algorithmes

Une question naturelle est ensuite de se demander si notre approche est intéressante pour d’autres algorithmes
permettant de résoudre le même problème.

Les figures ci-dessousmontrent un échantillon d’algorithmes de recherche de séquences issues de l’outil SMART [Far+16].
Notons que, l’objectif ici n’est pas de découvrir quel est l’algorithme le plus efficace, mais de vérifier l’importance de
l’entropie comme clé de compréhension du comportement des algorithmes. Les algorithmes représentés parmi la centaine
d’algorithmes existants servent à illustrer les différents comportements. On notera en particulier que certains algorithmes
sont conçus pour être efficaces pour un alphabet/texte/motif de petite/grande taille. Par exemple, l’algorithme FJS [FJS07]
est connu pour être efficace lorsque la taille de l’alphabet k est supérieure à 15. La Fig. 6.6 montre le nombre de comparai-
sons moyen effectué entre le texte et le motif. La Fig. 6.7 compare les temps d’exécution des mêmes algorithmes. Un zoom
est effectué lorsque l’entropie est supérieure à 0.3 afin de constater que le temps d’exécution de certains algorithmes
réaugmente, comme c’était le cas pour l’algorithme naïf. La Fig. 6.8 montre l’évolution des erreurs de prédiction de
branchement.

D’après les Fig. 6.6, 6.7 et 6.8, l’efficacité de l’algorithme KMP semble plus liée au nombre de prédictions de
branchement qu’aux variations du nombre de comparaisons. Contrairement à l’algorithme naïf, la condition j = m+ 1,
également présente dans cet algorithme, ne semble pas créer d’erreur de prédiction de branchements. La borne inférieure
utilisée pour l’algorithme naïf sur les erreurs produites par la boucle while reste valide pour KMP. On obtient donc le
lemme suivant.

Supposons que le texte et le motif soient engendrés par une même source d’entropie de collision t, sur un
alphabet à k lettres, avec k ≥ 2. Alors le nombre moyen d’erreurs de prédictions de branchement de l’algorithme
KMP est supérieur à (n−m+ 1)pred(2−t).

Conjecture 6.2

De plus, tous les algorithmes considérés ici, à l’exception de fsbndm et Hash8, partagent des erreurs de prédictions
de branchement avec l’algorithme naïf (voir Fig. 6.8), ce qui suggère que la borne inférieure obtenue dans le Lemme 6.1
fournit déjà une bonne explication théorique à l’augmentation du temps d’exécution des algorithmes de la Fig. 6.7.
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Fig. 6.6 : Nombre moyen de comparaisons pour n = 1000, m = 50, k = 2 et une entropie de Collision qui varie. Comme
on peut le voir, l’entropie de Collision est un paramètre essentiel pour la compréhension de leur efficacité. La plupart des
algorithmes ont une complexité O(nm) dans le pire des cas, atteinte lorsque l’entropie est proche de 0, à l’exception de
KMP [KMP77] et AG [AG86], dont la complexité pire cas est O(n). Notons également que seules les comparaisons entre
les lettres du texte et du motif sont ici comptabilisées. Certains calculs effectués ne sont donc pas considérés dans cette
figure, notamment pour Hash8 [Lec07].

3 Conclusion

Ce travail est donc une prémisse de ce que j’aimerais réaliser à l’avenir : partir d’une formule close de la complexité
moyenne d’un algorithme et tenter d’en extraire des paramètres déterminants pour le comportement moyen de l’algo-
rithme. De nombreux algorithmes, dans de nombreux domaines, utilisent des boucles while dont le test d’arrêt est lié à
une comparaison positive ou négative. Il y a donc fort à parier que les entropies de Shannon et de collision jouent un rôle
déterminant dans bon nombre d’algorithmes. Sur le long terme, j’aimerais établir une cartographie des algorithmes et
des paramètres auxquels la complexité moyenne est sensible.

De plus, l’analyse théorique des erreurs de prédictions de branchement devrait permettre d’obtenir une compréhension
plus fine de l’évolution du temps de calcul des algorithmes. Les résultats théoriques existants s’appliquent à des prédicteurs
locaux dans lesquels le résultat de chaque test est indépendant des autres. J’aimerai trouver des personnes avec qui
collaborer sur ce sujet afin d’étendre les résultats théoriques existants.
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Fig. 6.7 : Temps moyen d’exécution pour n = 1000, m = 50, k = 2. Entropie entre 0 et 1 (en haut) et entre 0.2 et 1 (en
bas, effet zoom). Certains algorithmes, comme fsbndm [PT11] et Hash8 [Lec07], sont moins efficaces que l’algorithme
naïf lorsque l’entropie est basse, puis deviennent les deux algorithmes les plus efficaces lorsque l’entropie est supérieure
à 0.2 (ce qui est le cas dans la plupart des données réelles). Le temps d’exécution de KMP [KMP77] augmente jusqu’à
dépasser celui de l’algorithme naïf lorsque l’entropie est proche de la valeur maximale.. Hormis KMP, fsbndm or
Hash8, le temps moyen d’exécution diminue rapidement puis réaugmente doucement, bien que le nombre moyen de
comparaisons soit strictement décroissant. Comme pour l’algorithme naïf, ce phénomène est principalement lié aux
erreurs de prédictions de branchement. Lorsque l’entropie augmente, il devient plus difficile pour le processeur de prédire
l’issue d’une comparaison.
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Fig. 6.8 : Nombre moyen d’erreurs de prédiction de branchement pour n = 1000, m = 100, k = 2 (en haut) et k = 4 (en
bas). Le nombre moyen d’erreurs de prédictions augmente pour t entre 0.2 et 1. pour tous les algorithmes à l’exception
de fsbndm, où la valeur semble se stabiliser et Hash8, ou elle semble tendre vers 0 lorsque l’entropie croît. Pour la figure
où k = 4, on a effectué peu de pas avec la chaîne de Markov, ce qui explique les graphiques en dents de scies. Ceux-ci
sont révélateurs : les pics semblent se produire au même moment pour tous les algorithmes sauf Hash8 et fsbndm. Cela
pourrait s’expliquer par le fait que les algorithmes partagent un certain nombre d’erreurs de prédiction de branchement.
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Article(s) associé(s). • Bastien Auvray, Julien David, Richard Groult, Thierry Lecroq. Approximate Cartesian Tree
Matching : An Approach Using Swaps. SPIRE 2023 : 49-61

Bastien Auvray a été encadré par moi-même, Richard Groult et Thierry Lecroq lors de son stage de Master 2. Il commencera
en septembre 2024 un doctorant sous notre supervision.

Dans ce chapitre, on considère des séquences d’entiers totalement ordonnées. Par facilité, on pourra considérer sans
perte de généralité qu’une séquence de longueur n est une permutation de même taille. Dans le cas où les séquences
étudiées ne seraient pas totalement ordonnées, il est possible de considérer pour deux positions de même valeur que la
position la plus petite possède la valeur la plus petite, et ainsi réobtenir un ordre total, voire se ramener à une permutation.
Pour une séquence z, |z| sera la longueur de z, z[i] le i-ème élément de z et z[i . . . j] le facteur de z débutant au i-ème
élément et se terminant au j-ème élément.

Les arbres cartésiens ont été introduits par Vuillemin en 1980 [Vui80]. Principalement associés à des séquences
de nombres, ils sont structurés comme des tas à partir desquels les séquences originales peuvent être retrouvées en
effectuant un parcours infixe.

Une séquence z de longueur n peut être associée à son arbre cartésien C(z) selon les règles suivantes (voir
exemple Fig. 7.1) :

• si z est vide, alors C(z) est l’arbre vide,
• si z[1 . . . n] n’est pas vide et z[i] la plus petite valeur de z, C(z) est l’arbre cartésien enraciné en i, ayant l’arbre
cartésien de z[1 . . . i− 1] comme sous-arbre gauche et l’arbre cartésien de z[i+ 1 . . . n] comme sous-arbre droit.

Fig. 7.1 : Une séquence z = (4, 5, 6, 2, 1, 7, 8, 3, 9) et son arbre cartésien C(z).

Leurs liens avec les arbres de Lyndon [CR20], les Range Minimum Queries [DLW14], ou encore les constructions
d’arbres suffixes en parallèle [SB14] ont depuis été démontrés.

Récemment, Park et al. [Par+19] ont introduit une nouvelle métrique de recherche de motif, appelée Cartesian Tree
Matching (CTM). Il s’agit de trouver tous les facteurs d’un texte t qui possèdent le même arbre cartésien qu’un motif
donné p.

On notera x ≈CT y si deux séquences x et y partagent le même arbre cartésien. Par exemple, on a :

z = (4, 5, 6, 2, 1, 7, 8, 3, 9) ≈CT (3, 4, 8, 2, 1, 7, 9, 5, 6)

Le problème CTM (Cartesian Tree Matching) de recherche de motif d’arbre cartésien consiste à trouver tous les
facteurs d’un texte qui partagent le même arbre cartésien qu’un motif passé en entrée. Il fut défini formellement par Park
et al. [Par+19] de la façon suivante :

Soient deux séquences p[1 . . .m] et t[1 . . . n], trouver toutes les positions 1 ≤ i ≤ n − m + 1 telles que
t[i . . . i+m− 1] ≈CT p[1 . . .m].

Définition 7.1 Cartesian tree matching (CTM)

CTM peut par exemple être utilisé pour trouver des motifs dans des séries temporelles, comme l’évolution des prix,
des données génétiques, des partitions de musique. Le lecteur ou la lectrice pourrait légitimement se demander pourquoi
on ne s’intéresse pas simplement à identifier des sous-séquences pour lequel l’ordre relatif des éléments est le même que
dans une permutation passée en entrée. Ce problème est appelé Order-Preserving Matching [Kim+14 ; Cho+15] et peut
être résolu en temps linéaire dans la longueur de la séquence t. CTM est une généralisation de cette notion de motif,
puisqu’elle ignore l’ordre relatif entre deux positions séparée par une plus petite valeur.

Park et al. ont également introduit une représentation linéaire des arbres cartésiens (voir Section 1), appelée table
des distances parentales. Ils donnent des solutions en temps linéaire pour la recherche de motif unique et multiple,
en utilisant la représentation sous forme de table des distances parentales et en adaptant des algorithmes classiques
comme Knuth-Morris-Pratt [KMP77] (un seul motif) et Aho-Corasick [AC75] (dans le cas où on a plusieurs motifs). Des
solutions plus efficaces en pratique ont été donnés dans [Son+21]. De plus, de nouveaux résultats sur CTM sont apparus
dans [Par+20 ; KC21 ; Nis+21 ; Far+23]. Il est possible de le résoudre en temps linéaire dans la taille du texte et du motif.
L’ensemble de ces résultats concerne la recherche exacte de motifs sur des séquences contiguës de symboles. Le seul
résultat connu sur des symboles non contigus se trouve dans un algorithme de recherche d’épisodes [Oiz+22].
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Aucun résultat n’étant connu sur la recherche approchée dans le cadre des arbres cartésiens1, nous avons tenté
d’introduire cette notion. En effet, les données réelles sont souvent bruitées. Il est donc important de trouver des facteurs
similaires, dans une certaine mesure, à notre motif.

Dans ce chapitre, nous considérons la recherche de motif d’arbre cartésien à un swap près, c’est à dire que l’on autorise
une transposition de deux symboles adjacents dans la séquence d’origine. Il s’agit d’une perturbation courante dans les
données réelles, il semblait donc naturel de les considérer sur les motifs d’arbre cartésien.

La recherche de motif à un swap près, étudiée depuis 1997 [Ami+97], a reçu beaucoup d’attention en recherche de
motif dite classique (l’article de Simone Faro [FP18] contient de nombreuses références).

Le chapitre contient la description de deux algorithmes permettant de trouver toutes les occurrences des motifs
d’arbres cartésien à un swap près. Ces algorithmes se basent sur une représentation linéaire des arbres cartésiens, définie
par Park et al. [Par+19] : la table de distances parentales. Le premier algorithme a une complexité en temps deΘ(mn) dans
le pire des cas et utilise une caractérisation de tables de distances parentales après un swap. Le second a une complexité en
temps de O((m2 + n) logm) et utilise un graphe pour engendrer toute les représentations linéaires des arbres cartésiens
pouvant être obtenus après avoir effectué un swap sur le motif de départ. Enfin on introduit une représentation linéaire
similaire à celle d’Ohlebusch[Ohl13], que nous avons nommée Skipped-Number representation. Nous avons également
caractérisé l’effet d’un swap sur cette représentation. Ce résultat n’est pas encore publié mais a ouvert plusieurs pistes de
recherche pour obtenir un algorithme efficace.

1 Table des distances parentales

Afin de résoudre CTM sans construire un arbre cartésien à chaque position du texte, une représentation efficace a été
introduite par Park et al. [Par+19] : la table des distances parentales (voir exemple Fig. 7.2).

Soit une séquence x[1 . . . n], la table des distances parentales x est une séquence d’entiers
−−→
PDx[1 . . . n],

définie comme suit :

−−→
PDx[i] =

{
i−max1≤j<i{j | x[j] < x[i]} si j existe
0 sinon

Définition 7.2 Table des distances parentales

La représentation sous forme de table des distances parentales étant en bijection avec les arbres cartésiens, elle
peut donc les remplacer sans perte d’information. Notons que, pour un motif p de longueur m, la table

−−→
PDp[1 . . . n]

peut-être calculée en temps et en espace Θ(m), utilisant une pile d’entiers. Il est également possible de calculer la table
des distances parentales des facteurs du texte t[i · · · i+m− 1] à la volée, en temps amorti constant. Park et al. [Par+19]
utilisent ces deux avantages pour décrire un algorithme similaire à celui de Knuth-Morris-Pratt [KMP77], évoqué dans le
chapitre précédent. Ils calculent une table des bords de

−−→
PDp et l’utilisent pour savoir à tout instant le plus long préfixe

commun entre p et t[i · · · i+m− 1]. Lorsque ce préfixe est de longueur m, on a trouvé une occurrence du motif.
Par la suite, afin de résoudre efficacement le problème de la recherche approchée que nous allons définir, nous avons

introduit une seconde table des distances parentales, qui consiste à parcourir l’arbre de droité à gauche et à trouver le
plus proche parent vers la droite, au lieu de le faire vers la gauche comme dans la définition classique. La Fig. 7.2 montre
un exemple de ces deux représentations.

Soit une séquence x[1 . . . n], la table des distance parentale inverse de x est une séquence d’entiers
←−−
PDx[1 . . . n],

définie comme suit :
←−−
PDx[i] =

{
mini>j≥n{j | x[i] > x[j]} − i si j existe
0 sinon

Définition 7.3 Table des distances parentales inverse

1A noter que, pendant l’écriture de ce manuscrit, un article de Sungmin Kim et Yo-Sub Han intitulé Approximate Cartesian Tree Pattern Matching et
portant sur la recherche approchée de motifs d’arbre Cartesien, où la distance d’édition ou la distance de Hamming ente deux motifs est bornée, a été
accepté à la conférence DLT 2024.
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z

−−→
PDz

4 5 6 1 7 8 3 92

0 1 1 0 0 1 1 3 1

C(z)

←−−
PDz 3 2 1 1 0 2 1 0 0

Fig. 7.2 : Une séquence z = (4, 5, 6, 2, 1, 7, 8, 3, 9), son arbre cartésien C(z) et ses tables de distances parentales
−−→
PDz et

←−−
PDz .

2 Recherche approchée

Afin de définir une version approchée du problème CTM, on utilise la notion suivante de transposition sur les
séquences :

Soient x et y deux séquences de longueur n et i ∈ {1, . . . , n− 1}. On note y = τ(x, i) pour décrire un swap,
c’est-à-dire :

y = τ(x, i) si


x[j] = y[j],∀j /∈ {i, i+ 1}
x[i] = y[i+ 1]

x[i+ 1] = y[i]

Définition 7.4 Swap

Ce type de transposition est, par exemple, celle utilisée par l’algorithme de tri à Bulles. Il s’agit d’une opération
naturelle sur les permutations et les séquences. On utilise à présent cette notion pour définir la version approchée de
CTM.

Soient x et y deux séquences de longueur n, on a x
τ
≈CT y si :

x ≈CT y, ou

∃ x′, y′,∃ i ∈ {1, . . . , n− 1},


x′ ≈CT x,

y′ ≈CT y,

x′ = τ(y′, i)

et y′ = τ(x′, i)

Définition 7.5 Recherche approchée : la relation
τ
≈CT

La Fig. Fig.7.3 permet de comprendre l’effet d’un swap sur les arbres cartésiens et montre un exemple de séquences
en relation selon

τ
≈CT .

2.1 Caractérisation d’une transposition sur les tables des distances parentales

Dans cette section, on caractérise l’effet du swap appliqué à la position i dans une séquence x de longueur n sur les
tables

−−→
PDx et

←−−
PDx. On obtient ainsi une idée précise de ce à quoi les tables

−−→
PDy et

←−−
PDy d’une séquence y peuvent

ressembler, lorsque y
τ
≈CT x. La Fig. 7.4 résume l’ensemble de zones que l’on va caractériser. Cette figure sert de définition

aux variables −→ax,
−→
bx , . . .. Nous utiliserons ensuite cette caractérisation pour obtenir un algorithme qui résout le problème

de la recherche approchée.
Le premier Lemme décrit comment les tables sont modifiées aux positions i et i + 1. L’information importante à

retenir de ce résultat est que les valeurs des tables de y sont totalement déterminées par les valeurs des tables de x, à
l’exception de −→ay (resp.←−ay), qui peut prendre plusieurs valeurs possibles.
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x
′ = (4, 5, 6, 1, 2, 7, 8, 3, 9) y

′ = (4, 5, 6, 2, 1, 7, 8, 3, 9)

τ(x, 4)

y = (4, 5, 6, 3, 1, 7, 8, 2, 9)x = (2, 3, 4, 1, 5, 7, 8, 6, 9)

Fig. 7.3 : On a x
τ
≈CT y. Le swap est effectué entre les séquences x′ (qui partage le même arbre cartésien que x) et y′ (qui

partage le même arbre cartésien que y). Un swap à la position 4 déplace le noeud rouge du sous-arbre droit de la racine à
son sous-arbre gauche. De manière générale, un swap à la position i revient soit à déplacer le descendant le plus à gauche
du sous-arbre droit de son parent vers une position la plus à droite dans le sous-arbre gauche (si x[i] < x[i+ 1]), soit à
faire l’opposé, c’est à dire déplacer le descendant le plus à droite du sous-arbre gauche vers une position la plus à gauche
dans le sous-arbre droit de son parent. On remarque que les 4 séquences x, x′, y, y′ sont toutes en relation selon

τ
≈CT

i i+ 1

−−→
PDx

←−−
PDx

−−→
PDy

←−−
PDy

i+ r

i− ℓ

−→ax

−→
bx

−→ay

−→
by

←−
bx

←−ax

←−ay

←−
by

Fig. 7.4 : Cette figure résume les différents lemmes de cette section. Les zones vertes et bleues correspondent par exemple
à la Définition 7.7 et au Lemme 7.8. Les valeurs −→ax,

−→
bx , . . ., sont les 8 valeurs que l’on trouve dans les tables de x et y aux

positions i et i+1. Autrement dit
−−−→
PDx[i] =

−→ax,
−−−→
PDx[i+1] =

−→
bx , . . .. Les valeurs i− ` et i+ r indiquent respectivement

la dernière et la première position de chaque zone bleue.

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

Si x[i] < x[i+ 1]

1.
←−
by = 1

2.
−→
by =

{
0 si −→ax = 0
−→ax + 1 sinon

3. ←−ay =

{
0 si

←−
bx = 0

←−
bx − 1 sinon

4. −→ay ≤

{
i− 1 si −→ax = 0
−→ax sinon

Si x[i] > x[i+ 1]

1.
−→
by = 1

2.
←−
by =

{
0 si←−ax = 0
←−ax + 1 sinon

3. −→ay =

{
0 si

−→
bx = 0

−→
bx − 1 sinon

4. ←−ay ≤

{
i− 1 si←−ax = 0
←−ax sinon

Lemme 7.6

Notons que dans le point 4 du Lemme 7.6, lorsque −→ay ≤ −→ax, −→ay ne peut pas prendre toutes les valeurs de {1, . . . ,−→ax},
car certaines ne produiraient pas une table des distances parentales valide.

On s’intéresse à présent aux zones de couleurs. Le lecteur ou la lectrice sont invités à utiliser la Fig. 7.4 afin de mieux
se forger une intuition des définitions. Afin de les définir d’un bloc, on va d’abord définir les délimiteurs de zones r et l
lorsqu’un swap se produit en position i.

r =


←−
bx si x[i] < x[i+ 1] et

←−
bx > 1

←−ax + 1 si x[i] > x[i+ 1] et←−ax > 0

n− i+ 1 sinon
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` =


−→ax si x[i] < x[i+ 1] et −→ax > 0
−→
bx − 1 si x[i] > x[i+ 1] et

−→
bx > 1

i sinon

Ces délimiteurs r et ` indiquent de combien de positions il faut se décaler dans la table pour sortir du sous-arbre enraciné
en i ou i+ 1, suivant où se situe la plus petite des deux valeurs. En effet, la transposition n’a aucun effet sur les noeuds
en dehors de ce sous-arbre (voir Fig. 7.5).

Soit la séquence x et une position de swap i. Pour la table
−−→
PDx,

• la zone verte est
−−→
PDx[1 . . . i− 1],

• la zone rouge est
−−→
PDx[i+ 2 . . . i+ r − 1].

• la zone bleue est
−−→
PDx[i+ r . . . n],

Pour la table
←−−
PDx,

• la zone verte est
←−−
PDx[i+ 2 . . . n],

• la zone rouge est
←−−
PDx[i− `+ 1 . . . i− 1].

• la zone bleue est
←−−
PDx[1 . . . i− `],

Définition 7.7 Les zones

On remarque que les zones bleues peuvent être vides, dans les cas où ` = i ou r = n− i+ 1.

Les zones vertes
−−→
PDx et

−−→
PDy (resp.

←−−
PDx et

←−−
PDy) sont égales.

Les zones bleues de
−−→
PDx et

−−→
PDy (resp.

←−−
PDx et

←−−
PDy) sont égales.

Lemme 7.8 Les zones vertes et bleues

1 4 7 9 5 8 6 2 3x

−−→
PDx

←−−
PDx

0 1 1 1 3 1 2 7 1

0 6 2 1 3 1 1 0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9i

1 4 7 9 8 5 6 2 3y

−−→
PDy

←−−
PDy

0 1 1 1 2 4 1 7 1

0 6 3 1 1 2 1 0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9i

Fig. 7.5 : Sur cette figure, on applique un swap à la position 5 sur x et sur y. Comme on peut le voir sur la figure de
gauche, x[5] < x[6], ` =

−−→
PDx[5] et r =

←−−
PDx[5], ce qui nous donne les positions 5 + r et 5 − ` pour les premières

valeurs plus petites que x[5] et, par extension, plus petite que toute valeur entre 5− ` et 5 + `. Ainsi, toute position plus
petite que 5− ` dans

←−−
PDx demeure inchangée par le swap. La même chose s’applique pour toute position plus grande

que 5 + r dans
−−→
PDx. Sur la partie droite de la figure, on a y[5] > y[6], ` =

−−→
PDy[6]− 1 et r =

←−−
PDy[6] + 1.
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Pour toute position j dans les zones rouges de
−−→
PDx et

←−−
PDx, on distingue deux cas symétriques :

1. x[i] < x[i+ 1] :

−−→
PDy[j] =


−−→
PDx[j]

ou
−−→
PDx[j]− 1

et
←−−
PDy[j] =


←−−
PDx[j]

ou
←−−
PDx[j] + 1

2. x[i] > x[i+ 1] :

−−→
PDy[j] =


−−→
PDx[j]

ou
−−→
PDx[j] + 1

et
←−−
PDy[j] =


←−−
PDx[j]

ou
←−−
PDx[j]− 1

.

Lemme 7.9 Les zones rouges

L’idée de ce lemme est que dans les zones rouges, les tables des distances parentales de deux séquences x
τ
≈CT y

diffèrent d’au plus 1 : le swap peut éloigner ou rapprocher le parent d’une position, soit remplacer le parent par un autre,
auquel cas la distance ne change pas. Enfin, nous avons montré que deux swaps à deux positions différentes produisent
nécessairement des arbres cartésiens différents.

Soit x une séquence de longueur n et i, j ∈ {1, . . . , n− 1}, avec i 6= j. Alors τ(x, i) 6≈CT τ(x, j).

Lemme 7.10

L’algorithme ci-dessous, est la conséquence des Lemmes 7.6 au 7.10. La fonction candidatSwapPosition à la ligne 11
calcule la position exacte du swap en utilisant les zones vertes (détails dans la section suivante). Il peut y avoir au
plus deux positions candidates pour le swap, mais seul l’une d’entre elle peut être valide, d’après le Lemme 7.10. La
sous-section suivante décrit comment déterminer ces positions.

Algorithme 11 : DoubleParentDistanceMethod(p, t)

Entrées : Deux séquences p et t
Sorties : Le nombre de positions j telles que t[j . . . j + p− 1]

τ
≈CT p

occ← 0 ;
(
−−→
PDp,

←−−
PDp)← Calculer les tables des distances parentales de p ;

pour tous les j ∈ {1, . . . , |t| − |p|+ 1} faire
(
−−→
PDx,

←−−
PDx)← Tables des distances parentales de x = t[j . . . j + p− 1] ;

si
−−→
PDp =

−−→
PDx alors

occ← occ+ 1 ;
sinon

pour tous les i ∈ candidatSwapPosition(
−−→
PDp,

←−−
PDp,

−−→
PDx,

←−−
PDx) faire

si Lemmes 7.6, 7.8 et 7.9 sont vrais pour p, x et i alors
occ← occ+ 1 ;

retourner occ ;

Soient deux séquences p et t de longueur m et n, l’algorithme 11 a une complexité dans le pire des cas de
Θ(mn) en temps et Θ(m) en espace.

Théorème 7.11

2.2 Calcul de la position du swap à l’aide des zones vertes

On calcule les positions candidates pour le swap. Si les tables de distances parentales sont égales, alors les deux
séquences sont trivialement en relation selon

τ
≈CT . Sinon, l’idée est de “créer un étau” à l’aide des zones vertes. D’après

le lemme 7.8, les zones vertes de
−−→
PDx et

−−→
PDy (resp.

←−−
PDx et

←−−
PDy) sont égales. D’après le lemme 7.6, on en déduit

également que
−→
bx 6=

−→
by et

←−
bx 6=

←−
by . Malheureusement, aucune condition stricte ne pouvant être décrite sur les a, on
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recense 4 cas distincts pouvant se produire. en fonction de si −→ax est égal à −→ay et de si←−ax est égal à←−ay . La Fig. 7.6 présente
ces 4 cas possibles.

i i+ 1
−−→
PD

←−−
PD

1)
i i+ 1

−−→
PD

←−−
PD

2)

i i+ 1
−−→
PD

←−−
PD

3)
i i+ 1

−−→
PD

←−−
PD

4)

Fig. 7.6 : La table des distances parentales des séquences x et y sont fusionnés en une seule. Si une zone est coloriée soit
en vert soit en jaune, alors les tables coïncident. En gris, elle diffèrent. En blanc, le calcul n’est pas utile pour cette partie.

Dans le premier cas, il existe un écart de 2 entre les zones vertes et on peut immédiatement déduire que la première
position dans cet écart est la seule position éligible pour un swap potentiel. Dans le second cas, l’écart est de 0, mais on
peut une fois de plus situer la position i avec précision.

Dans les cas 3 et 4 il existe un écart de 1. Les deux cas sont alors impossibles à distinguer, ce qui implique qu’il est
nécessaire de tester les deux cas : le swap peut avoir eu lieu sur l’une des deux positions. D’après le lemme 7.10, on sait
que seule une de ces deux positions peut-être celle un swap. Tout écart supérieur à deux est impossible pour que les deux
séquences soient en relation selon

τ
≈CT .

2.3 Le graphe des Swaps

Soit Cn l’ensemble des arbres cartésiens à n noeuds, qui est égal à l’ensemble des arbres binaires à n noeuds. De plus,
C =

⋃
n≥0 Cn. Soit Gn = (Cn, En) le graphe des Swaps des arbres cartésiens, où Cn est l’ensemble de sommets et En

l’ensemble des arêtes. Soient x et y deux séquences, on a {C(x), C(y)} ∈ En si x
τ
≈CT y. La Fig. 7.7 montre les graphes

des Swaps pour n ≤ 4.

Fig. 7.7 : Graphe des Swaps des arbres cartésiens de taille 2, 3 et 4.

Nous avons étudié l’ensemble des voisins qu’un sommet du graphe peut avoir.
Soit T ∈ Cn un arbre cartésien de taille n et ng(T ) son ensemble de voisins dans le graphe des Swaps. De plus, pour

i < n, on note ng(T, i) l’ensemble des arbres obtenus en faisant un swap à la position i sur les séquences associées :

ng(T, i) = {C(y) ∈ Cn | ∃ x tel que T = C(x) et y = τ(x, i)}

On a également

ng(T ) =

n−1⋃
i=1

ng(T, i)
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où toutes les unions sont disjointes d’après le Lemme 7.10.

Pour tout arbre T de taille n, on a

n− 1 ≤ |ng(T )| ≤ d3(n− 2)e

La borne inférieure est atteinte si la séquence associée à T est strictement croissante ou décroissante.

Lemme 7.12

Le lemme précédent permet d’obtenir une borne inférieure sur le diamètre du graphe des swaps.

Le diamètre du graphe des Swaps Gn est Ω( n
lnn ).

Lemme 7.13

Le fait que le diamètre du graphe soit suffisament élevé est un argument supplémentaire au fait que cette mesure de
distance soit intéressante : les arbres ne sont pas tous ”semblables”, il existe des arbres très différents les uns des autres.
On utilise ensuite la notion de voisinage dans le graphe des Swaps pour définir un nouvel algorithme.

2.4 Un algorithme basé sur l’automate d’Aho-Corasick

La seconde méthode est une adaptation de celle de Park et al. [Par+19], qui utilise l’automate d’Aho-Corasick [AC75].
Pour rappel, l’automate d’Aho-Corasick, outil classique en recherche de séquence, est un automate déterministe complet
qui reconnaît le langage Σ∗X , où X est un ensemble fini de séquences finies. Lorsque l’on lit une séquence dans cet
automate, passer par un état final implique que la séquence contient une occurence d’un facteur appartenant à l’ensemble
X .

Les séquences qui nous intéressent sont celles stockées dans la table des distances parentales. Partant d’une séquence p,
on calcule l’ensemble de ses voisins ng(C(p)), puis on calcule l’ensemble X des tables des distances parentales associées.
Il suffit alors de reprendre la méthode de Park et al. pour la reconnaissance de motifs multiples.

Le théorème suivant est obtenu grâce à la borne supérieure du lemme 7.12 et à la Section 4.2 dans [Par+19].

Soient deux séquences p et t de longueur m et n, l’algorithme basé sur l’automate d’Aho-Corasick a une
complexité dans le pire des cas de O((m2 + n) logm) en temps et O(m2) en espace.

Théorème 7.14

3 La Skipped Number Representation

Avant de présenter la Skipped Number Representation, on présente des fonctions auxiliaires. Soient une séquence x
de longueur n et rmpx : {1, . . . , n} 7→ P({1, . . . , n}) la fonction qui associe à chaque position i dans l’arbre cartésien
C(x) l’ensemble des positions des noeuds sur la branche droite de son sous-arbre gauche (rmp pour rightmost-path).
Notons que, le noeud correspondant à la position 1 n’ayant jamais de sous-arbre gauche, on a toujours rmpx(1) = ∅.
Symétriquement, on définit lmpx : {1, . . . , n} 7→ P({1, . . . , n}) pour les noeuds de la branche gauche du sous-arbre
droit.

Soit une séquence x[1 . . . n], la fonction rmpx (resp. lmpx) peut être entièrement calculée en temps O(n).

Théorème 7.15
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Fig. 7.8 : L’arbre cartésien x = 5, 7, 4, 1, 6, 8, 9, 2, 3 et ses tables associées.

Soit une séquence x de longueur n, soit
−−→
refx : {1, . . . , n} 7→ {2, . . . , n} ∪ {−1} la fonction qui associe à

chaque position i dans l’arbre cartésien C(x) la position j de la racine du sous-arbre C ′, tel que i est sur la
branche droite du sous-arbre gauche de C ′. Formellement, on a

−−→
refx(i) =

{
j, si i ∈ rmpx(j)

−1, sinon.
(7.1)

Définition 7.16

Lorsque
−−→
refx(i) = j, j est appelé le référent de i. Notons que pour toute séquence x[1 . . . n] et pour 1 ≤ i ≤ n, on a

i <
−−→
refx(i) lorsque

−−→
refx(i) 6= −1.

Soit une séquence x[1 . . . n], la fonction
−−→
refx peut être entièrement calculée en temps O(n).

Théorème 7.17

On définit à présent une nouvelle représentation linéaire d’un arbre cartésien appelée Skipped-number representation.

Soit une séquence x[1 . . . n], une Skipped-number representation de x est une des séquences
−→
SN x[1 . . . n] et←−

SN x[1 . . . n], définies comme suit :

−→
SN x[i] = |rmpx(i)| et

←−
SN x[i] = |lmpx(i)|

Définition 7.18 Skipped-number representation

Notons que ∀i, j, on a rmpx(i) ∩ rmpx(j) = ∅. Ainsi, lorsque l’on applique une transformation sur une séquence x,
−→
SN x[i] est modifiée si et seulement si rmpx(i) est modifiée.

Une notion similaire de la Skipped-number representation apparaît dans le livre d’Ohlebusch [Ohl13], au chapitre 3.
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Il existe une bijection entre la Skipped-number representation et la structure d’arbre cartésien. La Skipped-
number representation d’une séquence x[1 . . . n] peut- être calculée en temps O(n).

Théorème 7.19

3.1 Caractérisation d’une transposition sur la Skipped-number representation

La Skipped-number representation a l’avantage suivant sur la table des distances parentales : il est possible de majorer
le nombre de modifications effectuées sur la table lors d’un swap sur une séquence.

Soient deux séquences x et y de longueur n, tel qu’il existe i ∈ {1, . . . , n− 1} et y = τ(x, i). Il existe au plus
3 positions j telles que

−→
SN x[j] 6=

−→
SN y[j], avec j ∈ {i, i+ 1,

−−→
refx(i),

−−→
refx(i+ 1),

−−→
refy(i),

−−→
refy(i+ 1)}.

Lemme 7.20

Pour être précis, il est possible de montrer que, lors d’un swap en position i :

• il y a nécessairement une modification de
−→
SN x[i+ 1].

• il peut y avoir une modification de
−→
SN x[i].

• il peut y avoir une modification de
−→
SN x[j], j ∈ {

−−→
refx(i),

−−→
refx(i+ 1),

−−→
refy(i),

−−→
refy(i+ 1)}.

Le nombre total de modifications sur
−→
SN x lors d’un swap, peut-être égal à 1, 2 ou 3. La Fig. 7.9 illustre les différents cas

possibles.

Fig. 7.9 : On montre l’effet d’un swap sur la séquence x de la Fig. 7.8 aux positions 5, 1, 2 et 3. Les valeurs qui diffèrent de
celles des tables de la Fig. 7.8 sont notées en rouge.

Il est possible de prédire précisément les valeurs modifiées dans
−→
SN x et ce, en temps constant, si la fonction

−−→
refx a

été précalculée.
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Soient deux séquences x et y. Pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}, on a
−→
SN y =

−→
SN τ(x,i) si et seulement si la valeur

−→
SN y[j] pour

j ∈ {i, i+ 1,
−−→
refx(i),

−−→
refx(i+ 1),

−−→
refx(i+ 1)}

est déterminée par les valeurs

{k,−→SN x[i],
−→
SN x[i+ 1],

−→
SN x[

−−→
refx(i)],

−→
SN x[

−−→
refx(i+ 1)],

−→
SN x[

−−→
refy(i+ 1)]}

Lemme 7.21

4 Perspectives

Plusieurs pistes sont en cours d’études pour produire un algorithme efficace en utilisant la Skipped-number representa-
tion. Dans un travail commun avec Gadi Landau, Samah Idrees Ghazawi, Bastien Auvray, Richard Groult et enfin Thierry
Lecroq, plusieurs pistes ont été évoquées : réadapter les algorithmes de Aho-Corasick et de Boyer-Moore, ou encore
développer une méthode ad-hoc. Bastien Auvray commencera son doctorat à la rentrée prochaine, sous la direction de
Thierry Lecroq et co-encadré par Richard Groult et moi-même.

L’étude en moyenne de l’algorithme 11 devrait aussi permettre de démontrer que l’algorithme a un comportement
plus efficace en pratique que ce que l’étude du pire des cas laisse supposer.

Sungmin Kim et Yo-Sub Han, dans un article intitulé Approximate Cartesian Tree Pattern Matching, ont définis des
algorithmes de recherche approchés, où la distance d’édition entre deux motifs est bornée. Il serait intéressant de comparer
leur notion de distance à la notre, en considérant l’équivalent du Swap Graph, en reliant deux arbres cartésiens lorsque
leur distance d’édition est de 1.



8
Conclusion et Perspectives

81



82 CHAPITRE 8. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce manuscrit montre une partie des travaux de recherches effectués depuis l’obtention de mon poste de maître de
conférences. ”Comment réussir à réaliser une analyse théorique des algorithmes qui permette d’expliquer le comportement
de ces derniers en pratique?” est une question que je me pose depuis mon doctorat.

La réponse apportée dans ce manuscrit est le fruit d’essais effectués au cours des années, dont certains se sont révélés
être des impasses.

• J’ai par exemple tenté d’utiliser des méthodes apprentissage supervisé afin de détecter le meilleur algorithme à
utiliser en fonction d’une entrée donnée. Le principe était le suivant : on vectorise les objets combinatoires passés
en entrée de l’algorithme et on apprend au réseau de neurones à prédire quel est l’algorithme qui effectue le temps
de calcul minimum (le réseau renvoie un vecteur où un score est attribué à chaque algorithme). Le résultat le plus
efficace obtenu a consisté à transformer des permutations en images en deux dimension et à utiliser les réseaux de
classification d’images implantés dans pyTorch. Le meilleur classifieur permettait de prédire le meilleur algorithme
à utiliser avec une fiabilité supérieure à 90%. Toutefois, l’apport théorique était nul car l’utilisation des classifieurs
ne permettait pas d’apporter une explication supplémentaire. De plus, en pratique, l’utilisation du classifieur ne
permettait pas de gagner en temps de calcul, ce coût étant lui même prohibitif au vu de l’efficacité des algorithmes
de tri. J’ai donc délaissé totalement cette voie après avoir passé plusieurs mois dessus.

• Je me suis également tourné sur l’influence de la présence ou l’absence d’un motif dans un objet combinatoire sur
les algorithmes qui s’y appliquent. A ce titre, j’ai développé avec Gwendal Collet et Alice Jacquot un algorithme
qui produit la spécification combinatoire, aisément convertible en système algébrique, d’arbres dont les nombres
n de noeuds et k d’occurrences d’un motif donné en entrée sont fixés. En utilisant la méthode récursive, il est
possible d’obtenir un générateur aléatoire uniforme pour n et k fixé. L’article en question ne fut accepté qu’en tant
que poster à AOFA 2014.

• Dans la recherche de méthodes efficaces de génération aléatoire, j’ai travaillé avec Olivier Bodini et Camille Cotti
sur la parallélisation d’algorithmes de génération d’arbres planaires à l’aide de processus de Galton-Watson. Il
s’agissait avant tout d’un travail d’ingénierie dans lequel les bits aléatoires étaient tirés par un processus dédié, qui
fournissait des pages de bits aléatoires à la demande aux processus chargés de construire l’arbre. Les résultats, trop
expérimentaux, n’ont pas intéressé les conférences et journaux d’informatique théorique. Les conférences dédiées
aux techniques de parallélisation n’ont pas été intéréssées par cette problématique.

Je suis également persuadé qu’il est possible d’utiliser des techniques de fouilles de données pour faciliter le travail
des chercheuses et chercheurs en analyse d’algorithmes, en particulier l’utilisation d’algorithmes d’énumération de
motifs émergeants. Un motif émergeant est un motif qui apparaît (fréquemment) dans un ensemble d’objets et qui
est absent (ou peu fréquent) dans le complémentaire de cet ensemble. Imaginons cette notion appliquée à l’analyse
d’algorithmes. On engendre aléatoirement des objets combinatoires, on leur applique l’algorithme que l’on souhaite
étudier, puis on partitionne l’ensemble des objets engendrés en fonction de l’efficacité de l’algorithme. On applique
ensuite un algorithme d’extraction de motifs émergeants afin de détecter quels sont les motifs qui semblent avoir une
influence sur le comportement de l’algorithme. Par exemple, dans [FN16], les auteurs montrent que la complexité moyenne
de l’algorithme de Brzozowski de minimisation d’automates dépend du nombre de cycle disjoints de grandes tailles,
accessibles depuis un état initial. Un tel constat a du prendre du temps. Une méthode automatique aurait permis de
trouver plus rapidement la propriété intéressante à étudier pour obtenir leur résultat. J’ai déjà abordé cette question avec
Loick Lhote et François Rioult et espère travailler avec eux dans un avenir proche.

La méthode développée dans ce manuscrit et exposée dans l’interlude en est encore à ses prémisses. La notion de
fonction déterminante semble triviale une fois exposée (sans pourtant avoir été exploitée auparavant) et celle de fonction
intéressante est encore trop floue. Il conviendrait de mieux caractériser les types de fonctions/propriétés pour lesquelles∫

π∈D

P(π)CoutMoyen(π)2dπ −
(∫

π∈D

P(π)CoutMoyen(π)dπ

)2

c’est-à-dire telles que la variance du coût moyen reste ”suffisamment faible” pour que l’on puisse considérer que les
fonctions/propriétés aient un sens. On pourrait également définir des fonctions F quasi-déterminante telles que, pour un
ε fixé, ∀t, ∀n, ∀π1, π2 ∈ Dt,n , on ait

CoutMoyen(π1) ≤ CoutMoyen(π1) + ε

Il serait alors possible une borne supérieure de la valeur de l’intégrale en déterminant le coût moyen de l’algorithme pour
une seule distribution.

Mon objectif est de trouver des collaboratrices et collaborateurs, notamment en statistiques, pour explorer cette
partie. Le générateur aléatoire développé dans le chapitre 3 peut être utilisé dans des contextes plus variés que ceux
exposés dans ce manuscrit et il conviendrait d’explorer plus profondément les possibilités. Mon objectif à moyen et long
terme est donc de développer cette méthodologie, de l’enrichir et de parvenir à décrire des familles d’algorithmes dont le
comportement moyen est régi par un même paramètre déterminant.
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